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4 ]a del que avoluciona en ol cilindro. Con una envolvenie ali-

. mentada como de ordinario, la cantidad de agua liquida que se

precipita sobre las paredes metalicas es ciertamente meunor que
cuando no existe tal envolvente, pero no por eso deja de haber-
la; con una envolvente mas caliente existe un recalentamiento
en el cilindro desde el principio de la emision, lo que prueba que
las paredes estan absolutamente secas. Este es un asunto muy
importante, pues sabido es la economia que resulta de tal hecho,
y en la medida en que aumenta el rendimiento.

M. Duchesne afiade al generador de vapor un hervidero,
destinado tnicamente & mantener 4 la temperatura que se quie~

ra el vapor encerrado en la envolvente: esta invencién mejora -

notablemente el funcionamiento de la maquina de vapor.

M. Sinagaglia, procesor de ls Escuela Politécnica de Napo-
les, trata en su nota de los medios de mejorar el rendimiento
termico de las maquinas. Los medios son, como ya se sabe: el
empleo de camisas de vapor, el aumento de velocidad del ém-
bolo, el fraccionamiento de la expansién y el recalentamiento
del vapor; esta ultima practica constituye el asunto primcipal
de su informe. Segun 81, el uso del vapor recalentado es el me-
dio mas potente de mejorar el rendimiento térmico de todos los
que tanto la teoria como la practica indica. Se debe, dice, lle-
var tan lejos como sea posible dicho recalentamiento, sin otro
limite que el grado que le asigne la experiencia en cada caso
pariicular.

M. Compere, Director de la Asociacion parisién de Propista-
rios de aparatos de vapor, ha tratado también de uns manera
muy personal y con numerosos datos experimentales esta cues-
tidn del uso del vapor recalentado, datos y observaciones muy
interesantes dada la autoridad indiscutible de su autor. He aqui
algunos.

Un ligero recalentamiento & 210 grados no parece reducir el
consumo cuando la maquina funciona con envolvents, y este
util accesorio del cilindro parece el indicado; pero mas alla de
210 grados se puede prescindir de él.

Los recalentadorss independientes no convienen mas que a
instalaciones de alguns importancia.

Los recalentadores colocados dentro de las calderas deben
ser bien esiudiados; se debe poder limitar el grado de recalen-
tamiento seguin las necesidades, y poder poner fuera deservicio
los aparatos.

La instalacién de los conductos de vapor, tiene en el asunto
un papel importante: deben ser cortos, bien aislados y bien cons-
truidos, y su diameiro puede ser mas débil que para el vapor
saturado; M. Compere admite velocidades de 30 y 40 metros.

Otras muchas cuestiones han sido tratadas en este Congreso,
de menor interés que las citadas y cuya exposicién nos llevaria
demasiado lejos. Nuestro proposito ha sido unicamente citar las
més salientes, cuya relacion da & conocer, por otra parte, la fiso-
nomia general del Congreso de mecdnica aplicada, el cual ha
sido, segliin Aime Witz expresa en el estudio detallado que ha
hecho del mismo, y del cual es un extracto lo que llevamos pu-
blicado, un Congreso muy moderno y muy de actualidad en sus
tendencias; ha atribuido & las cuestiones del dia la importancia
y ol lugar que merecen, relegando & segundo término las que
hanp perdido ya su interés, y ha hecho uso para aclarar ciertos
problemas antiguos que ain permauvecian obscuros, de los méto-
dos modernos, pidiendo 4 la teoris lo que ésta puede y debe dar
para llegar 4 resultados verdaderamente practicos, desechando
el empleo de vanas férmulas.—O.

el

CARRETERAS ESPECTALES PARA 10S AUTOMOVILES

El desarrollo creciente de la industria de los automdviles,
afecto y causa & la vez de la aficidn progresiva 4 esta clase de
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locomocidn, suscita en la practica el dificil problema de hacer
compatible su transito por los caminos con el de ios vehiculos
ordinarios, y las exageradas velocidades con que se lanzan sus
conductores, aun sin llegar al limite peligroso para los que los
utilizan, exceden bien prounto del necesario para garantizar la
seguridad del transito comin. Debido 4 ello, en todos los paises
se fijan por los reglamentos restricciones en la velocidad de su
marcha que se soportan pesadamente por los aficionados & tales
excursiones, y con el fin de eximirse de estas trabas se pensé
ya ha tiempo en Inglaterra en construir calzadas especiales por
las cualen circulen exclusivamente los automoéviles; este -
pensamiento parece va & verse realizado en breve plazo en.
Londres. ‘

Segin la Rivista Tecnico-Legale, en uns de las proximas
sesiones del Parlam ento Britanico se presentars la demanda de
autorizacién para construir y explotar, con arreglo al proyecto
aprobado, una carretera para el servicio exclusivo de automé-
viles, que pondra en comunicacién directa las ciudades de
Londres y Brighton, d esarrollando su trazado & lo largo de la
costa meridional de Inglaterra. ‘

La nueva via, proyectada por el [ngeniero Sir Douglas Fox’
tendrd su punto de partida en el distrito de Horbury y estara
empalmada directamente con la carrstera general que actual-
mente existe. Desde el citade punto la via automovilista se di-
figiré. en direceion casi rectilinea y siguiendo en la mayor par-
te de esta seccion, de 40 millas de longitud, el trazado-de la
via férrea, hasta llegar a Patcham, en donde se unird de nuevo
con la carretera general.

La nueva caizada sera completamente independiente de

los demas caminos publicos, y en los ecruzamientos con ellos se
establecerin empalmes, por medic de los cuales los automdvi-
les que marchen por lag vias ordinarias pueda.n con toda como-
didad introducirse en su via especial.
. No se ha determinado atn con cardcter definitivo el ancho
que ha de darse 4 la via en proyecto. Se ha propuesto por algu-
nos que se construyese en dos secciones independientes parale-
las, una para cada sentido del movimiento; pero sin duda .para
disminuir el gasto de las obras se cree probable que se lleve &
cabo una calzada unica, dividida en tode su longitud por una
barrera central.

Las pendientes mayores del periil de la nueva via seran del
3 por 100 y los radios minimos de las curvas'de 280 metros.

La solucién radical adoptada permitira 4 los automovilistas
sustraerse & la fiscalizacién de las autoridades y a las limita-
ciones reglamentsarias de ia velocidad.—L.
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INTRODUCCION
AL ESTUDIO DEL CALCULO DE CUATERNIONES

Y OTRAS ALGEBRAS ESPECIALES
POR

DON FRANCISCO PEREZ DE MURNOZ

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertes. "

( CONTINUACION )

154. Presentaremos, al llegar 4 este punto, algupos ejercicios
y problemas en los cuales pueda el lector adquirir expedicién en
el manejo de este cdlculo, al mismo tiempo que ver cuan admi-
rablemente se adapta & toda clase de problemas, tanto de geo-
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metria como de dindmica, de fisica, ete., ete., y la enorme po-
tencia de,at_-aciocinio que en si encierra, fuera de comparacién
con la de los métodos cartesianos.
' @) Recordemos ante todo que:

g=8q¢+Vyg=179.Uy (1) Nurm. (135)
Kg=8¢—V¢g=Tq¢g.UKqg = (2) Nam. (138
g-Kg={(74gp (3) »
1 1 ,
= Ugm = UK
Klg+q)=Kq+ K&y ) »
y Kgg=Kq¢. K¢ © (6) Num. (147)

Adémas, sustituyendo los tensores 4 las intensidades en las fér-
mulas en las que habiamos empleado esta notacién por carecer
adn de la nocién del tensor, tenemos que:

S - ? £ coso 4 ?f senf.c (7)) Ndm. (134)
ﬁ<‘z.=-ﬂ—~Z’B. Tacosh +T?. Tasen0.: (8 Num. (130, d)
28¢=q &g 2Vg=g—Kq (9)y(l0) Nam. (149)
8i 2 es un vector cualquiera, ¥¢ por ejemplo: a* = — ( T'a)?

puesto que el cuadrado de un cuaternién cuadrante produce una
inversién en el sentido del vector; luego:

(V) =(T. 7q) (11)

5) De estas férmulas y de los principios establecidos, dedu-
cird facilmente el lector, con sélo tenerlos en la memoria:

g Kg=(Sq)—(Vgr=(8¢9)+(T¥q) (12)

. \ o e VS =(89 (V)
g —(Sq] +280.Vg +(Vg) Fer=2 8q. Fy - (13)
»
(af)=aflaB=[(S.a3) L (Fap)?]+2 5B, Fap
=[(5.aB)*— (T VaB)* |-} 2 82B. 28

=[8ap)—(Vpa)*]—2.84p. Fpa (14)

,aﬁgB“=“-BB-“%“B’¢=—(Tﬁ)’a==(Ta)z(]lﬁﬁ)
—(S%B) — (PaB) = (S2B)* + (1 Fap)s

(¢i6)2={°‘:‘:[3) (- ZB)=a'+2 Sap g2
¢) Sig, ry s son tres cuaterniones:

Sqr=8[(Sq¢+Vq)(Sr4 Fry]
=8(Sg. 8+ 8¢. Tr+Tq¢.8r-+ Fg. Tr)

¥ como los dos términos del centro del wltimo paréntesis son
puros vectores, sus escalares serdn nulos, luego:
Sqr=8¢.8r+ 8. Vqg¥r (7)

pero también se tiene, seguin ya sabeque: S.Fg I'r= 8. V¢ I7g
¥ por lo tanto
Sqgr=3_8rq (18)
Puesto que el cuaternién # puede ser cualquiera, podemos
sustituirlo por el # s, y por lo tanto, aplicando la férmula ante-
rior:

Sgre=8rsi="8r.s9="S8sqr - (19)
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igualdades que traducidas al lenguaje vulgar nos dicen que e -
escalar-de un producto de cuaterniones no cambia mientras no
cambie el orden ciclico de los factores. Esta férmula es cierta
para el caso en que los factores sean vectores puros a ; B ) Yy
luego:

S.2By=8.pye=.5.ya8 (0)
Pero si el orden ciclico se altera, el escalar cambia de signo, en
este ultimo caso de vectores puros, porque: .

S,aﬁ*(=S.a(Sﬁ*{‘f‘ FBy)

pero como = & 8y es un vector, no da contingente escalar en el
resultado, luego:

S.aBy=S.2Tpy=— 8.2 Fyf=0.a(Sy8 + 18

puesto que por la misma razén, puede afiadirse el término Sy p

dentro del paréntesis sin alterar el resultado; luego sustituyendo

en lugar de la suma, dentro de él, su igual y g tendremos:
"Safy=— Sayp (21)

¢) Heé aqui dos férmulas muy interesantes y de mucho uso,

la deduccién de las cuales ejercitara al lector en el manejo de

este caleulo. Por la férmula (10) y teniendo presente que los pro-
ductos By y y 8 son dos cuaterniones conjugados, tendremos:

RVBy=8v—v§
y multiplicando por « & ambos miemhbros:
Ra VBy=a(8y—1f

Tomando ahora los vectores de ambos miembros, 6 dicho de
otro modo, multiplicando por ¥ (multiplicacién 1égica):

2T aVEy=V.x8y—1f)

Anadamos ahora al segundo miembro la suma: B2y —Bay
idénticamente nula y tendremos:

RV.a FRy=TV(@By+Bay—32y—ayp

Saquemos ahora 4 v factor comun de los dos primeros térmi-
nos del segundo miembro, y descompongamos en los otros dos,
que son ambos negativos, 6 por mejor decir que aparecen ambos
con el signo menos (—), en suma de escalar mas vector al pro-
ducto a« y, tendremos:

2V.alBy="F@p+pa)y—FBSay+ps Vay+
Say. B+ Vay.§)

Pero:af +Ba=2 §=8yademis en el paréntesis afectado
del signo menos, los términos 8 Savy Say . B son idénticos
puesto que el factor escalar puede permutarse de lugar con cual-
quiera otro. Ademéds, los dos términos 8 T"a vy Fay. Bson dos
cuaterniones conjugados y por lo tanto al tomar los vectores,
como se indica fuera del paréntesis por medio del factor 16gico
‘" se obtendra con ambos, resultados iguales y contrarios que se
destruirdn. Luego podemos escribir:

R aTiy=TQ2.528)y—~ T 28 Say)

¢ sea dividiendo por el factor 2, que como escalar puede llevarse
4 ocupar el primer puesto de cada término:

r.arﬁ7=‘{S'z§—”‘3SYa (22)
en el segundo miembro de cuya igualdad, se han suprimido los
factores ¥4 causa de que los productos son ellos por si solos
vectores puesto que son producto de un vector por un escalar.
Esta férmula es de mucho uso.
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Poniendo esta formula bajo la forma .
FiaVBy)=V{yS«p—8 Sy

y afiadiendo dentro de los paréntesis de ambos miembros el 1ér-
mino = & B vy tendremos: :

Fla Poyt+a S87) =T (a (VBy +887))= Faby
Vie SBy—f Stat+1 8

Fagy=aS8gyv—BStvatySap

6 sea
(23)
formula en cuyo segundo miembro se ha podido suprimir el
factor ¥, como, y por la misma causa que anteriormente. Esta
férmula es ain de mas uso que la anterior.

Como su segundo miembro no cambia permutando = con y
deducimos que tampoco cambia el primero y por lo tanto que:

Vagy= Vyba

férmula que el lector puede extender al caso de varios factores.
d) Hé aqui una inmediata aplicacién de estas wltimas iden-
tidades. Si a, B, vy 8 son cuatro vectores, tendremos que:

V.VaB Vyt=—T.FysVak

Considerando en esta igualdad & ¥ a B como un vector no

descomponible y despomponiendo & ¥y & en sus dos factores

con objeto de aplicarle la formula (22), tendremos, aplicando-
sela al segundo miembro:

— V. VydVap=3 8.y Vaf—y 5.8 Tap

y si se tiene en cuenta que en el segundo miembro, el escalar
de los productos de y F'aBy ¢ Va §esel mismo que el esca-
lar de los productos y = £ y 3 z f: :

V. Tyl Fag=38 . yaf—y 8. ap

Analogamente encontraremos, descomponiendo el factor « s y
dejando sin descomponer el y ¢ :

— V.Vy8VaB=—BS.cy3+28.873

Igualando -estas dos ultimas expresiones, despejando de la
igualdad resultante uno cualquiera de los terminos, eld §.afy,
por ejemplo, y teniendo en cuenta la identidad (21) se encuen-
tra inmediatamente

838 .aBy=a 8. By8+BS . yad vy 8. 2p3 (24)

identidad que puede escribirse bajo la forma siguiente, mas fa-
¢il de recordar, por conservarse siempre el orden ciclico de los
cuatro factores

a S.By8—B89.18a+yS8.8aB—5 8. afy=0. (2

¢) TFinalmente, si«, By yson tres vectores no coplanarios,
un cuarto vector &, puede expresarse por medio de la férmula

=g Vaf+y VBydz I'ya

Multiplicando sucesivamente por 2, § y Y 4 ambos miembros de
la anterior igualdad, y tomando en ellos sus escalares, 6 sea,
para acostumbrar. al lector al lenguaje cuaterniénico, operando
sucesivamente por §.a; §.8; §.71; tendremos

S.ad=a 8. el aB-tySaTiy+zc8. 2Vya
=z 8. FB+yS.afy+tear §TB

El primero y dltimo término del iltimo miembro, son nulos {con--

fréntese la tabla de multiplicacion del nim. 152), luego

S_aS_—:'q/,S’upy_

5. S.aBy= FaB.Sys4 VBy. . Sa2d+ Vya.SBS.
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' Andlogamente:

SBi=z 8.2y ¥

Syi=uz SoaBy,s

despejando de estas ignaldades los escalares z,y y #, sustitu-

yéndolos en la expresién de 8 y quitando el denominador comun, .

S . a By, se tendré sin dificultad
(26)

El modo de operar para encontrar esta férmula es muy usado en
estas dlgebras, tanto en ésta como en la de Grassmann y otras.

155. Conviene echar ahora una mirada hacia atras para ver
que, en cuanto llevamos expuesto, no se ha dado ,por conocida
mas nocién de trigonometria que la de la hipotenusa, en funcién
de los catetos y la linea del dngulo adyacente U opuesto, y esta
propiedad se deduce inmediatamente de la definicién de seno y

coseno de un angulo, definicién que puede darse con completa

independencia de las de lineas trigonométricas de los arcos, .,

como hacen, sin ir muy lejos, nuestro Jiménez Rueda, de ma- ’
nera que cualquier férmula de trigonometria que nosgtros .de-

duzeamos con ayuda de nuestro céleulo, y sin méas que las no-
ciones expuestas, serd deducida absolutamente sin ninguna pe-
ticién de principio. , : ' '

Los tres vectores 48, BCy AC, lados de un tridngulo plano
cualquiera. estén ligados por la igualdad, no identidad,

AC = AB + BC.
Operando por N ’_A_On sobre ambos miembros; se tiene: .

S . ACAC=(AC} = 8. A0(4B + BO)
= §.4A04F + §.AC BC.

Y designando los lados y los angulos, del modo en uso en la tri--.
gonometria y teniendo presente quiénes son los escalares de los

productos diversos, podemos escribir:
—p=—bccos A—abcos C,

ecuacion entre términos escalares, en la cual, dividiendo &, se
tiene -«

b=c.cosd+a.cos C, 1)

7

ecuacién fundamental en trigonometria: plana, que muchos au-
tores presentan como principal entre todas.

por & . AC, operamos por V. AB,

Si en lugar de operar
tendremos

1 ABAC="V.AB(AB + BC) = V.AB + V. 4B BC
. 48 BC,

pasindose de la peniltima 4 la Gtima igualdad, porque el vec-
tor del cuadrado de un vector tiene que ser forzosamente nulo.
Sustituyendo en lugar de los lados y los angulos las notaciones
ordinarias en trigonometria, y recordando las expresiones de

las partes vectoriales de los productos que entran en el primerp_'

4

y tltimo miembro, y prescindiendo de los miembros interme-

dios, podremos escribir

ch.send=ca.sen B,

repitiendo el céleulo con otro par de lados cualesquiera pOT BU-

mandos, llegamos Thcilmente & la conocida férmula

a b ¢
—3
sen A

‘o)

sen B . sen O : .o

Sia By ¥ son tres vectores unidades coplanarios, y C,Ay B
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- son 108 éngulos que forman entre 51 2 con ﬁ, ﬁ con y vy con la
identidad

-1

-1
ve =P8y

-ﬁ-' .

-3

X
[

= —;— . 6 sea
‘ conduce dél modo mas sencﬂlo y elecrante 4las conocidas fér-
mulas que dan el seno y coseno de la suma de dos &4ngulos én
funcién de las lineas de cada uno de los sumandos. Puesto que
los tensores de los vectores que entran en la identidad son igua-
“les 4 la unidad, tendremos que, valiéndonos de nuestras férmu-
las (7) del nimero anterior, podremos escribir inmediatamente

cos B +x.sen B = (cos 4 + nsen 4) (cos '+ n sén 0),

siendo » un tercer vector unidad perpendicular al plano de los
_tres a, B y y. Haciendo las multiplicaciones, desdoblando la ecua-
cién en dos, una entre escalares y otra entre vectores, y teniendo

presente que 1= — 1, podemos escribir
cos (4 1+ ¢) = cos 4 cos (—sen (4 (3)
sen (4 + () =sen 4 cos C4cosdsenl, (4

puesto que siendo coplanarios por hipétesis los tres vectores;
.B = A+ (, tomando con signo conveniente los tres angulos
4, By y cualqmera que sea 1a posm16n relativa de los tres
vectores '

Si.a, By yson tres vectores unidades trazados désde el cen-
tr6 de una esfera de radio unidad, & los.tres vértices 4, B,y
de un tridngulo esfémco, 6 sea, si los tres vectores anteriores no
"son coplananos Ia identidad sigue siendo cierta, solamente que
ya no tenemos: B = 4 4 C, ni tampoco un vector n perpendicu-
lar & la vez 4 los tres vectores, pero siempre podremos escribir:

sz (s2er)

L
o - 8 x
v . 73 YL B | 4 5

=8 =8~  —V—+ = §—4+V— V—
S.GS,O.‘-{—;S'BV“}—'.B ;S“—}—” 5 Va_‘
Tomando la parte escalar de ambos miembros, tendremos,
teniendo en cuenta: que en el segundo todos aguellos términos

productos de un escalar por un vector, son vectores puros y no
dan por lo tanto contingen'e ninguno escalar; que empleando

la notacién ordinaria en los triangulos esféricos, § Y = cos o,
-4
S -'—;— =cosay 52 —cos ¢; y por ultimo que:
a
Y 8 Y o7 8 7
S{v= V-—,).._-= s(z VoUV— . 1V--UV —)
B 4 B B8 o« B
Y 8 7 8
C=IV— .1 V——;S(U V—. U’V—)
B . « 5 a,
'y teniendo en cuenta que

¥ B
IV —=seng I V-— =senc
S T

- 7 - G
8. UV—UV —=cos B
. B . a -
nos quedard por Wltimo: .

1c0S & =c0s @ cos ¢ + sen « sen ¢ cos B - (3)

que es la férmula fundamental en trigonometria estérica.
La sencillez verdaderamente sorprendente con que se dedu-

BER

oen, por medio de este cloulo, todas las férmulas de la trigono-

metria, tanto las relativas 4 funcmnes angulares como las de los

tridngulos planos 6 esféricos, no debe extrafiar. Por medio de
“este’ caloulo se empieza el estudio de la trigonometria en plena

posesién de la férmula de Moivre, que por el método corriente
de estudiar esta ciencia s una consecuencia ¢ generalizacién
de todas 6 la mayor parte de las demés. -

Entrando en mas desarrollos sobre la forma exponencial de
los cuaterniones, podemos presentar muchas mas aplicaciones
de este algebra 4 la trigonometria, todas ellas igualmente aptas
para demostrar la extraordinaria potencia de raciocinio que po-
see este algebra.

Aun sin ello, que haremos en el capitulo siguiente, pero sin
entrar en aplicaciones, podemos hallar una preciosa expresion
que encierra en si toda la trigonometria esférica. Sia, 57y Y oD,
como antes, los tres vectores unidades que van del centro de la
esfera unidad al de los tres vértices de un tridngulo esférico
cualquiera, y o’ , 8’ y Y’ tres vectores anélogos para el tridngu-
lo suplementario, la identidad:

. : . B’ . .
puede transformarse como sigue. — esun cuaternion de ten-

sor unidad (puesto que vectores umdadeb son los dos términos
de la fraccién) cuyo eje es el vector y y cuyo dngulo es 2 —

- medidos-1o0s é,nfru]os con el recto, ¢

¢ 3
22— — =2 - .
- x
2
Luego:
2cC 2B 24
2—— 2 —— 2 ——
B ™ o’ P ¥’
-;-,—:y ’7-=3 M y? =
y por tanto:
2C 2B 2A
B 2m— g —
. ™ T ™
7 5 .7 ==1

Si esta igualdad se multiplica sucesivamente por los tres fac-
tores:

quedara :

y como este producto es igual & — 1, se deduce que el producto
de los tres factores por los cuales se ha multiplicado es precisa-
mente — 1 luego:

24 2B 2C

=1 6)

A

-3 b .7

Que es la formula que deseabamos obtener.
136. Dejaremos aqui estas aplicaciones trigonométricas que
de un modo tan inmediato y elemental se-deducen de los prime-
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“ros principios de este caleulo y, dejando de lado para un capi-
tulo de aplicaciones las geométricas, cinematicas y dinamicas,
" terminemos éste aumentando el caudal de férmulas que con
sélo las cuatro reglas aprendidas podamos determinar, ¢ por
mejor decir algunas de las que podamos determinar, pues como
poder, se pueden hallar tantas, tan curiosas y tan interesantes,
que empleariamos demasiado espacio.
a) Desde luego podemos interpretar las dos formulas 6 ex-
presiones:

Sas=0 1) Vasg=0 (2)

como las condiciones para los dos vectores = y 8 sean, perpen-
diculares si satisfacen & la primera condicién y paralelos si
cumplen con la segunda. Esto es consecuencia inmediata de las
expresiones de la parte escalar y vectorial del producto de los
dos vectores (130. 1).

Como ejercicio puede el lector escribir los vectores « y 8 en
funcion de tres vectores rectangulares ¢, j y 4 y encontrard in-
mediatamente las condiciones de paralelismo y perpendiculari-
dad en la forma en que se presentan en las geometrias anali-
ticas.

4) Hallemos el escalar del producto de tres vectores , B y v:

aBy=(Sep+ FVaB)y=SaB.y |+ VaB.y.

El primer término del dltimo miembro es un vector cuyo esca-
lar es, por lo tanto, nulo; luego tomando escalares del primero
y tltimo miembros tendremos:

S.af.y=8(TFp.7v).

Si 6 es el 4ngulo de a y §, ¥ » un vector unidad ( 7'»=1) per-
pendicular al plano de = y 8 y cuyo angulo con el vector y desig-
naremos par ¢:

Vap=TLTalBsenn.y

NG
SVaf.y=TalBsentd Sny
pero:
Say=—Tnlvcos¢=—T7cos¢
luego:

S(Vapf.y)=~NSNafy=—TalB'ysenbcos o (3).

Esta formula tiene una sencilla interpretacion que conviene co-
nocer: 7o 7% sen 0 es la medfda del area del paralelégramo
construido sobre « y 3 ¥ 7'y cos 0 es la altura, relativa 4 este
lado, del paralelepipedo cuyos lados sean 7'2, 7'y 7'y; luego
el producto: Z'a . T F. 7'y . sen 6 cos ¢ es el volumen de dicho
paralelepipedo. Si

a=zit+yj Lok B=0'd Ly j+2'k
y=a"t 4y ] -5k
haciendo el producto de los tres vectores y tomando la parte es-
calar hallara el lector facilmente:
Safy=—a"' (y3 —2y)—y' (:8 —27)
— By -y (4)
que podemos escribir bajo forma de determinante asi:

2 uo: x|
Nafy=— \// vy 5)
s o oz
expresion ya conocida en geometria analitica como represen-
tando el volumen del paralelepipedo ya dicho. Como el deter-
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minante cambia de signo cuando se cambian dos lineas 6 co-
lumnas consecutivas tenemos una comprobacién de que:

Sefy=— SBzy

como ya sabiamos (154, 21).
¢) Remedando el modo de deduccién de la férmula (135) del
nimero (134, ) podemos escribir: -
(I(gr)y=gqr Kqr=qr.rqg=(Sqr+Vqr)
(Sqgr—Very=(8.gr)*—=(V.qgr)* (6).
En donde ¢ y 7 son dos cuaterniones cualesquiera:
g=wteityj+2k
r=w 2ty J+ 2k
Pero como también podemos escribir: ( Tg7)'= ( 7¢)* (Tr)?
tendremos:
(Tq) (Lr)=(8qr)—(Vgr)
y haciendo las multiplicaciones y separando en los productos la
parte escalar de la vectorial, escribiremos:
(w4 @byt +2°) (2 " Fo)
=(ww —aw —yy —zs' P (wa L0 ys —yz)
F(wy +wyyre —2e)+(we fw sty —yat) (7)
identidad conocidisima entre Jos estudiantes de Algebra elemen-
tal con el nombre de identidad de Euler. .
@) 8itres vectores son coplanarios, el volumen del paralele-
pipedo formado sobre ellos es nulo, y por lo tanto:
SaBy=0 L (9)

serd la condicién para que los tres vectores «, B y vy estén en un
plano; su producto seré, pues, siempre un vector.

Si los tres vectores son: @, § ¥ «—1, como & y «~1 son parale-
los 2, B y a1 serdn coplanarios, y por lo tanto el producto sera
un vector que designaremos por p escribiendo:

p=apal | (9)

operando por esta igualdad sobre la identidad « = « y tomando
escalares se tiene: '

S.pa=S8.28a"1la=~5a8
6 sea designando por 8 y 0’ los dngulos de p con a y « con f:
TeTacosth =T aZBcosd’

Pero como el tensor del producto esigual al producto de los ten-
sores de los factores:

Z’p.=TaTBL/’a—1=Ta.Z’,’ﬂ—T};=T

w0

por lo tanto la igualdad anterior nos dice que: cos 8 = cos &’ de
manera que § y ¢ forman dngulos iguales con « pero de sentidos
contrarios.

¢) Con més generalidad podemos tratar el problema anterior
averiguando qué representara el operador

70 ) g (10)

6 qué efecto producira sobre un cuaternion colocado en el pa-
réntesis, 6 sobre un vector, como caso particular. En primer
lugar, el cuaternién # sobre el cual se opere conservara su ten-
sor porque llamando s al resultado de la operacién, tendremos:

Ts=Tq¢lrTqg'=TqTr _]l’(l;: Ir.
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Podemos, por lo tanto, considerar solamente el efecto rotacional
0-versorial de los cuaterniones ¢ y ¢=7, ¥ para ello, sea (figu-

ra 19) 4 P =Ug¢= B y 4 el punto de interseccién del

plano de ¢ con el del cuaternién » sobre el cual se opera, que
supondremos sea U7 = A C contado & partir del mismo pun-

to A. Entonces el arco B ( serd igual & Ur . U ¢~1 puesto que

si designamos por » & un nuevo cuaternién cuyo versor sea B (
podremos escribir: U7 = Up . U ¢ y multiplicando por ambos
miembros de esta igunaldad & U ¢~ tendremos: U 7. U ¢}
=Up.Uqg.Ug=! = Up. Del mismo modo veremos que: 7' == ¢ p
suprimiendo el signo del versor para simplificar la escritura. Te-
nemos, por lo tanto, la siguiente serie de identidades:

M=qr=qpeqTi=49.29. 9""“/7“1 t==

Luego 7 = 4’ (¥ ha sido el resultado de operar sobre 7 por me-
dio del operador ¢ ( ) ¢—*.El cuaternién #’ cuyo versor es

A’ C’ ¥ cuyo tensor es el mismo del de el cuaternidén # es tal,

que su. versor solo difiere del de # en estar en otro plano, de ma-
nera.que la operacién ha dado el resultado de hacer girar el
plano de r alrededor del eje de ¢, 6 sea de O P, un angulo me-
dido por el arco 4 P4’ doble del de el versor de ¢. Es una rota-
cidn alrededor de un eje no perpendicular al del cuaternién gi-
rado, unarotacién en la cual el eje del cuaternién 7, operado,

-describe un cono de revolucién cuyo semlénrrulo es e1 angulo

de Uyg.

-$Si sobre una entidad geométrica cualquiera, un vector por“
.ejemplp, operdsemos primero ¢ ( ) ¢—'y luego por ¢'{ )¢ —*
el resultado seria el mismo que el obtenido operando de una vez

por:
o g (Vg g —r=s()s"" (11)

6 sea componiendo en una las dos rotaciones; de manera, que
este operador nos proporciona un medio de tratar analiticamente
las rotaciones y su composicién.

Si £ es un cuerpo sdlido definido por los vectores de sus
puntos referidos & un origen, ¢ £ ¢ = sera la expresién de este
mismo euerpo girado el &ngulo doble del versor de 4 alrededor
del eje de ¢.

Si quisiéramos girar al cuerpo £ un 4ngulo que guardase
con el del cuaternién ¢ una relacién determinada, elegiriamos
la potencia de ¢ conveniente para que ¢* tuviera el versor de-
seado; de manera que 5i 6 es la magnitud angular del versor
de ¢ y o el 4ngulo que se quiere que el sistema rigido gire al-

' 2
rededor del eje de ¢: ¢ 6 = —;— de donde ¢ = ”—08— y esta serd la
potencia apropiada de ¢ que nos permita obtener el resultado

deseado.

Por analogia con esta notacién podemos adoptar otra para
expresar la traslacién de un cuerpo rigido una longitud igual
al tensor de un vector y paralelamente al mismo, generalizando
lo que hicimos en el parrafo 99. El cuerpo £ quedaréd represen-
tado en su nueva posicién por « 4+ £; y si este nuevo cuerpo se
gira por medio del operador ¢ ( ) ¢ —* quedard convertido en
g (a+R)g—t=gqag—+¢ R g - Estas expresiones son par-
ticularmente utiles en astronomia donde evitan laboriosas fér-
mulas de trigonometria. El operador que alli mas se emplea
es siendo A un vector paralelo al eje de rotacién de la tierray h
el angulo horario de una estrella cualquiera: -

' h Lok ok A )
(cos—.z——)\aen? ( (co§T+ sen—g— (12)

tomandose negativo el vector A & causa de que el movimiento
aparente de los astros es negativo, 6 sea como las agujas del
reloj. .

7) Un operador andlogo es el siguiente: ¢ ( ) X'¢, pero no
siendo el tensor del conjugado inverso del tensor del cuaternidén

directo, sino igual, este operador hard el mismo efecto de giro
que el considerado antes, pero acortard ¢ alargara los tensores
de los vectores 6 cuaterniones, 4 los que sea aplicado, en la re-
Y44 k]
lacién de —(T—17)~ de modo que si, como anteriormente, un
cuerpo rigido dado por los vectores de sus puntos con respecto
a un origen, es operado por este nuevo operador, cada vector
se convertiry en otro girado alrededor del eje de ¢ el angulo
consabido, y cuya longitud serd ( 7¢)* mayor 6 menor que la
primitiva. Habri, pues, una deformacién al mismo tiempo que
un giro, y este operador seré especialmente apto para el estu-
dio de las deformaciones, y por tanto para el estudio de la elas-
ticidad, como aquél era precioso para el estudio de las rotaciones .
Puesto este ltimo bajo la forma:

(0 baivyjrsh) () (m—simyj—zk) (13

hace depender la deformacién de sélo cuatro nimeros, propie-
dad que fué conocida y expuesta por Gauss.

Al tratar de aplicaciones cinemaéticas y fisicas, volveremos &
ocuparnos, siquiera sea muy brevemente, de estos interesantes
operadores.

Terminaremos, pues, con esto este capitulo, no sin hacer
notar que con la sola exposicién de las cuatro reglas de este
calculo, hemos conseguido hacernos de un instrumento de pen-
samiento, muy superior al que poseiamos conociendo el algebra
ordinaria hasta sus mas intrincadas sublimidades.

V.

Potencias, logaritmos y funciones trigonomé-
tricas de cuaterniones.

157. En el capitulo anterior hemos anticipado (nim. 151) la
nocién de potencia y raiz de un cuaternién y de un vector,
como caso particular suyo, en extension suficiente para no dejar
incompletas aquellas nociones sobre las cuatro reglas de este
cdlculo, de un modo andiogo 4 como en algebra se presenta la
nocién de potencia como una abreviacién de una serie de mul-
tiplicaciones del mismo factor. Insistiré aqui brevemente sobre
la nocién de potencia numérica de un cuaternién, esto es, ex-
presién potencial en la cual la base sea un cuaternién pero el
exponente sea un escalar, entero, fraceionario ¢ inconmensura-
ble, positivo 6 negativo, y pasaré después & exponer, mas breve-
mente aun, la interpretacién de potencia cuaterniénica de un
cuaternion, logaritmo de base cuaternionica de un cuaternién y
de las funciones trigonométricas, seno, coseno, tangente, etcéte-
ra, etc., de un cuaternién, funciones sin interpretacién como
tales operaéiones de: repetir un numero de veces como factor al
cuaternién, marcar un arco igual & ¢l en una circunferencia y
bajar la perpendicular al radio ¢ didmetro que pase por el otro
extremo. ete., ete.

158. 8i ¢ es un cuaternién que convierte 4 = en B:

=9=T¢.D'f/=—§—g—[cosﬁ+nsen6]
3

Ql‘c:

siendo 0 el angulo de = con f y n un vector unidad perpendicu-
lard «y 8, segun las férmulas ya conocidas del lector. Por
tanto:

Ug=cos8+nsen b

Siguiendo a Hamilton cambiaremos la letra » por la 7 y repre-
sentaremos al versor de ¢ puesto bajo la forma anterior por:

Ug=cosd | ¢sen? (1)
¢ abreviadamente por:

Ug=ciso 2
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expresién esta Ultima que, aunque usaremos poco, damos 4 co-
nocer para que el lector que quiera iniciarse de veras en estos
estudios, no se encuentre parado al verse frente 4 una expresién
que no sabe leer. 0 es el angulo del versor y suele emplear para
designarlo la notacién ~ U ¢ 6 més simplemente ~ ¢ cuando
en ello no haya temor de confusién, queriéndose indicar con
ello, 6 también con la notacién: ang. ¢, no solamente la magni-
tud angular 6 sino esta magnitud como contenida en un plano
de orlentamén determinada y descrito en sentido determinado
también. Pero siempre que tratemos de introducir en el analisis
la expresién (1) 6 su abreviacién, la (2), como los senos y cose-
nos de 8, que en ella figuran, son iguales 4losde 22 = - ¢,
siendo # un numero entero cualquiera, no habrd inconveniente
en reemplazar § por 2 2 = 4 0 en estas expresiones, y como este
angulo indeterminado 2 # = 4- 8 es algo anejo al cuaternién ¢
v que hace en el versor de ¢ el mismo efecto que su propio an-
O'ulo 8, puede darsele un nombre que haga alusién al dicho cua-
termén y se le denomina la amplitud de ¢, designandolo por la
notacién am. ¢-

En cualquier operacién que se lleve 4 cabo sobre un cuater-
nién ¢, llamaremos valor principal del resultado de la misma,
al obtenido con el 4ngulo de ¢, y valores secundarios 4 los ob-

tenidos con la amplitud en la cual se da 4 » los valores que dan -

resultados distintos. De otro modo: valor principal seré el corres-
pondiente & #» = 0, y secundarios los correspondientes & otros
valores de 7. Con estos principios y las notaciones explicadas,
podremos escribir:
(3) Ug=cisamyg 'y g=1Lg.cisamyq 4
Cuando el valor que se da & # en un cuaternién ¢ un versor,
no es nulo, debe marcarse de alguna manera cuél sea el dado,
y esto se hace de alguna de las dos siguientes: '
@inn 4 0 ZnY
Fxplicadas estas notaciones podemos ya entrar en materia,
previa la convencién de que am , (— 1) = 4 = y no — = como
también podriamos libremente convenir.

159. Es facil ahora explicar completamente la interpretacion
de la expresién ¢¢ , donde ¢ es un cuaternién cualquieray ¢ nn
escalar cualquiera también, entero ¢ fraccionario ¢ inconmen-
surable, positivo ¢ negativo. Si es entero y positivo, su interpre-
tacién es la ya dicha (131) la repeticion de ¢ un cierto nimero
de veces como factor; si es negativo y entero, la unidad partida

. a . . 1 . .
por ¢¢ . Si¢fuese fraccionario, de la forma7 la interpretacién

seria aun la que en aquel numero dimos, pero habria que exa-

1.
minarla un poco méas despacio. Interpretando: ¢7 como equi-
1

valente 4 l/q_ la interpretacién estara regulada por la ecuacién.

() =4

y designando por 7 al resultado:

! t
7! l/(/ 0 r =y

Si ahora expresamos 7 en funcién de su tensor y su angulo ¢ su
amplitud, ambos desconocidos, ¥ ¢ en funcidn de su tensor y
de su amplitud, conocidos ambos, tendremos:

[T 7 [cos ;+ 7 Sen w WJ’-‘ = 1y [COS (0-4+a= tesen (D 4 n .,,]]
siendo 7’7y w desconocidos y 7 un vector unidad cuya direc-
cién, eje del cuaternion 7, es también desconocida.n? = ¢* = — 1.

12

Desde luego la ecuacién anterior implica que: 77 = VT 7 .
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Ademas, con la sola excepeién del caso en que 8'=m, 3 = % pues
¢ giros iguales 4 w s6lo pueden ser equivalentes 4 un giro igual
4 6, en el caso'en que se hagan en planos paralelos ¢ sea alre-
dedor de ejes paralelos. En el caso en que 6 = =, ¢ giros iguales
&'e serdn iguales 4 un solo giro igual & = con tal que lo sea la
magnitud angular girada y cualquiera que sea el plano del giro.
En este caso, y sélo en él, habra indeterminacidén. acerca, de la

direccion del vector unidad n. Ademas: '

(cos w tZsenw ) = costw 4 senfw=cos (0
+isen (0 faw)

4 n

4 sea:

cis b w = cis (8 - 7 =)

lo cual exige que:

b la=
T

Luego los elementos'que definen al cuaternién 7 resultado de la
¢

operacion 1/ ? estan dados por las ecuaciones:

W =i @ e=—/"" @

¢ .
T7r=VTq

La primera ecuacién sélo admite una solucién; la segunda,
salvo el caso de excepcién sefialado, tampoco admite més de una
solucién; pero la tercera admite # soluciones, las cuales se-obtie-
nen dando 4 la indeterminada z los 7 valores:.1,2,3,...0.. 4
Luego la rafz enésima de un cuaternién es problema suscepti-
ble de ene soluciones.

. . . @ . L
Si ¢ fuera fraccionario de la forma 3 la discusién serfa la

misma y el mimero de soluciones seria el de unidades-del deno-
minador 4.

Si ¢ fuera inconmensurable, lo reemplazarmmos por fraceio- -
nes que lo comprendieran, cuyas diferencias hariamos que ten-
dieran hacia cero y cuyos términos, numeradory denominador,
crecerian sin limites. Las ecuaciones (1) y (2) tendrian una solcm
solucidn, pero la (3), que tendria tanas como unidades el deno-

minador de la fraccién — -5 ,tendna infinitas, pues los términos de

ella habrian de serlo en el limite cuando fuera igual al nimero
inconmensurable /. .
160. La ecuacién 7 = ¢ nos presenta a ¢ como el logaritmo
escalar del cuaternién ¢ en la base cuaterniénica 7. -
161. Para buscar ahora interpretaciones 4 expresiones de la
forma.: ;
(/1’

en la cual tanto ¢ como 7 son cuaterniones cualesquiera, recor-
demos el procedimiento de que se echa mano en el dlgebra para
resolver problemas analogos.

El nimero, en sn primer concepto, 6 sea en mimero entero,
es el eje alrededor del cual gira toda el dlgebra. Cuando el al-
gebrista se forma el concepto del mimero fraccionario, echa
mano de dos miimeros enteros.para e\presarlo y cuando avan-
zando mas en el estudio, forma el del nimero inconmensurable,
acude ¢ bien 4 infinitos numeros enteros ¢ al de dos ndmeros
enteros que crecen sin limites y forma con ellos fraceiones que
se aproximan indefinidamente al nimero inconmensurable que
quiere expresar. Finalmente el mas complicado y dificil de los
nimeros que maneja el algebrista, el nimero imaginario, lo re-
presenta con el auxilio de dos miimeros de cualquiera de las es-
pecies que ya & su vez ha representado previamente con el auxi-
lio de los nimeros enteros. En resumen, & la repeticién de la
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‘véz,. reduce el algebrista todo concepto relativo al nimero como |
obtenido por la comparacién de magnitudes, que es el seO'undo
¥ mas avanzado modo de concebirlo que tiene.

A lo mismo reduce las operaciones. La suma, es contar so-
bre uno de los sumandos tantas veces la unidad como unidades
tiene el otro; la multiplicacidén, es sumar un nimero tantas veces
consige mismo como unidades tiene el otro factor; la elevacidn
4 potencias, es formar un producto de factores iguales, tantos en
numero cuantas sean las unidades del exponente, ¢ dicho como
suele decirse en los tratados de algebra, es tomar un ndmero
tantas veces como factor como unidades tiene el exponente To-
das estas veces son numeros enteros, pero referidos 4 é1 los ni-
meros de las demas clases y expresados por medio de nimero
finito ¢ infinito de nimeros enteros, extiende 4 ellos los concep-
tos de operaciones, y forma, ¢ por lo menos expresa con ellos, las
operaciones inversas de divisién y extracién de raices. Asi la

divisién es una multiplicacién por el nimero ; la ex-

Divisor

. , ey .1
traceidn de raices es la elevacion & la potencia - Con estas

funciones de la vez, forma el a]c"ebnsta sus mas complicadas
funciones algebraicas repitiéndolas y combinéndolas en nimero
finito de veces; y combméndolas y repitiéndolas en nimero infi-

nito de veces, logra expresar las funciones que le proporcionan, ¢’

bien ella misma como las lorrarltmlcas, 6 bien otras ramas de las
matematicas como la trigonometria, y 4 las cuales llama ordina-
riamente transcendentes, pero que con mas propiedad deberia
llamar énconmensurables, pues lo son con la ez, bajo el mismo ti-
tulo y por el mismo concepto por el cual el nimero asi Namado
lo es con ella, por no poderse expresar adecuadamente por me-
dio de ella, y solo de ella.

Consigue el algebra con este proced1m1ento de expresar sus
operaciones por medio del nimero finito & infinito de funciones
de la vez, algo mas, que es de mucha importancia en cuanto en-
tra esta ciéncia en anélisis algo elevados, pues como la repeti-
cién de veces es aplicable 4 todas las cosas y en cambio no to-
das son aplicables 4 la repeticién de veces, en cuanto consigue
expresar una de sus funciones algebraicas 6 transcendentes en
funcién de repetlcxén de veces, puede extender el concepto de

tal funclén, sustituyendo 4 la vez una cosa cualquiera, por ejem-

plo, la- tnica éntidad matematica que maneja el lgebra, cual es-

el nimero imaginario. Asi, por ejemplo, la elevacién de un nu-
mero & una potencia imaginaria, no tiene interpretacién como’

tal opéracion de elevaclén a potencias, 6 sea como tal operacién v'
de répetir un nimero por factor tantas veces cuantas son las

unidades de otro, porque el numero de unidades del nimero
imaginario no lo sabe el algebrista, pero en cuanto éste consi-
gue expresar una potencia cualquiera como repeticidén de la

base 'y ‘partes-alicuotas de la base, no tiene mas que sustituir 4 .

esta base por la entidad matematica que quiera, y ‘siempre que
sea tal entidad matemética y por lo tanto repetible y divisible, la
expresién tendra interpretacién como algo compuesto de ella,

aunque ella miSma no la haya recibido aun por el algebrista, y .

aunque el mimero de operaciones que haya que efectuar sea in-

finito, con tdl que sea perfectamente definida la sucesmn de ellas
"y deduccion unas de otras.

Por ejemplo: adquirido el concepto de la base de los logarit-

mos naturales ¢ neperianos, el dlgebra.se dedica 4 evaluarloy

se ve.precisada para ello 4 llevar 4 cabo el infinito numero de
operaciones simbolizadas por la expresion:

1 1 1
""1* +1 °+1 5.3+

== 2.718281828

Encuentra lueoo seO‘mda.mente y sin gran trabajo que:

-Z':‘

R v R

: z -+ Z
narios, es conmutativa, el desarrollo en serie de ¢

1317

y si'en esta expresién,.que previamente demuestra que es una .
serie convergente, sustituye en lugar de 2,z -- /1 . 7, la su-
cesidn de operaciones que tenemos que hacer con el nuevo sim- |
bolo es perfectamente definida y cada una de ellas tiene perfec-
ta interpretacidn. Por una generalizacién muy natural y perfec-
tamente legitima, de/fine el algebrista la expresidn que no habia
conseguido interpretar ¢” LA , como equivalente 4 la per--
fectamente interpretable:

= TN L W AL

Conseguido esto, fécilmente halla que:

T ' .
1 [- —_ {-—‘b— _z -]-....=cosco=L (e‘“/—l-w z V= 1)(4)
Lt oLt 2
z z 2 /___l 1 oyS_ —ay=S 5
T L“—U'l" . sen z= W (e e ) (3)

y anélogamente las demas lineas trigonométricas:

e‘z‘/:?_ e—"c‘/j -
tga= — — — (6)
) Y=LV T 4oV

VT ( 2V 2V )

LV _— TV

eot 2 =

y una cosa anéloga para las funciones hiperbdlicas:

sha = %(cw——e_x)»coﬂsﬁ.af—:%<(‘:x »-}—e—‘ .2‘)»

q — 7 I8

+e

(4
yeOolhg="0—"2"___,
Z Z
__e .

e te
«lghw= +

A\
!

Y

D

sechw = " 5 cosecha=

110)"
e + ¢ o e

z —z
—e

Sin que una vez interpretada la expresién (3), tenga dificultad

ninguna la interpretacién de las que le siguen. .
Ademds, en dlgebra, la expresién (2), nos hace ver’ que aun-

o N A (4 )
que zsea imaginario: ¢ .¢ =e¢ porque multiplicando

" miembro & miembro las dos igualdades que nos dan los -des-'

’

arrollos en seriede ¢ y de ¢ - se obtiene con facilidad suma;,
¥ 4 causa de que la multiplicacién de nimeros, reales 6 imagi-

. No pre-'
sentamos estos célculos porque son completamente elementales
y porque, si no los recuerda el lector, con sélo escribir las dos
series é ir multiplicindolas de manera de obtener la serie pro- -
ducto, ya ordenada, obtendra facilmente el resultado y vera por
si mismo el papel que la conmutatividad de 105 factores Jueoa
en la obtencidén del resultado.

Queda finalmente la interpretacidon de la expresién de'ab
cuando tanto ¢ como & pueden ser imaginarios. Para ello dice el
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, - .«
algebra ordinaria: Si¢ y s sonreales,ysi¢ =d¢';a= Z'//e_a’

y si llamo ¢ al resultado de la operacién a& escribiré a& =
b.lga

¢ de

donde b.l{/e a= b.ye ¢y por lo tanto e = (z-b . Como

todas estas operaciones siguen teniendo interpretacién aunque
¢ y b sean imaginarios, en virtud de las ecuaciones 1) @y 3)
extenderemos las definiciones de las operaciones, y definiremos
en general, sea cualquiera la naturaleza de las entidades repre-
sentadas por los simbolos, que:

bze&.l_r/(c

a (11)

162. Siguiendo los mismos pasos, interpretaremos la expre-

. v . . .
sion ¢! cuando ¢ sea un cuaternién cualquiera, como equiva-
lente &:

i VA & . 9"
C):"-l-*"_l—-i—'i-—,‘-{--lTJr‘-... =E’—- (1\

g !

Si 7 es el resultado, supuesto conocido, del desavrollo en serie
anterior:

{' .
¢ =7 y g=1lgr @)
siendo # un cuaternién, puesto que no puede obtenerse otra cosa
en la prosecucion de las operaciones indicadas por los términos
de la serie (1).

Si p es otro cuaternion:

ep=2£ A ep.eq=2-z): S—ii
Ln L7 ‘ L7
5 - {5 ) In
y esto sera distinto de e’ P s (P19 en tanto que

L‘Il

ok - ok . .
P ¢ nosea idéntico cong p , pero sien algun caso particu-
lar la multiplicacién de cuaterniones se hace conmutativa, en-

tonces, ¥ solo entonces, podremos escribir: 67) . 67 == ep +
pero en general, esta igualdad, no sera mas cierta que los mila-
gros de Mahoma. Tal caso particular se encuentra cuando los
dos cuaterniones » y ¢ son coplanarios, porque entonces la mul-
tiplicacién de cuaterniones es conmutativa, pues ambos factores
podran ponerse bajo la forma:

Sqgt+ Tq y Sp+aFyg

y multiplicando ambos factores se encuentra
| Sy Sp+m Vgl v (Sptnsq)Tyg

expresion en la cual todos los términos tienen sus factores con-
mutativos.

. q Sqg+ 1 Y
Otro caso particular es el =¢7 Hly =" 10 T

dad que puede ser de utilidad.
Tanto el cuaternidén inverso como el conjugado, son copla-
narios con el directo, de modo que, siempre:

igual-

-1 ‘ -1 - A o
g [ Sy gt K gtk 28

(4)
Si en la serie (1) de este nimero, escribiéramos, en lugar de
7, Kyq, encontrariamos la misma parte escalar en cada uno de
los términos ¥ en cambio aquellos que dieran parte vectorial la
darian de signos contrarios, luego el resultado que nos diera
esta serie poniendo en ella 7 y A'¢ serfan dos cuaterniones con-
jugados, luego:
K ¢
P

ke = o)

REVISTA LE OBRAS PUBLICAS

Fdrmulas ya conocidas(130,1),nos dicen que: o kol = (T&q)
luego en virtud de las anteriores:

ef[ = (1,69)2 =€2 ° Y:—(es 4)2
luego
7el =" 1 (6)
¥y como:
=1 Tl =51 + Vq=eS 7 .eVg
se deduce que:
v =o't (7)

. . Ny ]
Si en esta igualdad expresamos L ¢! en funcién del coseno

y seno del cuaternién o/ vy sustituimos en la serie (1), y separa-
mos en ella la parte escalar de la vectorial, obtendremos los
desarrollos en series de los senos y cosenos de U/ ¢.

Directamente pueden presentarse las formulas de estos des-
arrollos en serie de los senos y cosenos, dejiniendo como hicimos
en el mimero anterior con las férmulas (4) al (10), las siguientes
funciones de cuaterniones: :

x i 13
005(/———”1—{—3 '—E;‘-——TT-? ..... =%(eu’ft+e—uq)‘ (8)
¢_ ¢ . 7 LT
senq=1—-ﬁj =t =—2—5(eu‘1+e vg) - (9)
_vlevgte-vg) _»(evrte vyg)
tgg= P Rp—— (10) cot ¢ = TYP=TEXY; -(11)
2 29
sec § = ————— (12)  cosecg= (13)
eul j-e—ud evd—eg vd
En cuyas expresiones v representa I/ V¢ y por lo tanto »* =—1

Suprimiendo v de las expresiones (8) al (13), obtendriamos
definiciones analogas 4 las (10) del parrafo anterior para las fun-
ciones hiperbdlicas de un cuaternién.

Finalmente, en virtud de la igualdad (2) y por analogia con
1o hecho antes Jefiniremos como equivalentes los dos miembros
de la siguiente igualdad:

S =dler (14)

donde el signo /g indica un logaritmo neperiano cuaternidnico.
163. Todo lo acabado de exponer, no es un analisis de las -
cuestiones & que dan lugar las nociones de las funciones loga-
ritmicas, trigonométricas ¢ hiperbélicas de cuaterniones, es solo
un indice, y aun rudimentario, de las cuestiones 4 que dan lu-
gar. La convergencia de la serie (1) del parrafo anterior y el
hallar el nimero de soluciones entre reales ¢ imaginarias que
pueden tener las diferentes expresiones que definen las diversas
funciones, son cuestiones importantisimas en cuyo examen no
podemos ni siquiera pensar en entrar.
Algo de ello hicimos al estudiar las raices de los cuaternio -

nes, pero aun aquel anélisis fué incompleto, pues s6lo se estu-
1

diaron (159) las soluciones reales de ¢" dejando sin investigar
as n (n — 1) soluciones imaginarias que junto con las reales
suman el total de #* soluciones. Mirando, pues, lo dicho sélo como
un indice, el lector puede entrar en el estudio de estas cuestio-
nes consultando los Elementos de Hamilton, que yo paso a ex- -
poner los principios del calculo diferencial & integral de los cua-
terniones. : '
(Se continuard.)



