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" " (HAPA DE MADERA DE APOYOS DE CARRILES =

El Ingeniero Conde G. Borine, Director de los ferrocarriles
‘del Reggio Emilia, ha publicado recientemente un opusculo, en
el que poniendo en evidencia los inconvenientes que lleva con-
sigo el contacto directo de la traviesa con el carril, 6 la interpo-
p'bsicién de las placas de hierro homogéneo, preconiza el empleo
de un uuevo tipo de chapa ideado por él mismo. La chapa pro-
puesta se compone de dos partes: una tablita de madera y una
armadura metalica que contiene & la primera. La tablita ha de
ser de extremada dareza y duracién, ¥ para ellla se indica el
haya inyectada 6 alguna de las especies.mas duras de los tré-
picos, ‘

. El autor hace notar que el oficio que desempeiian las placas
de apoyo es el aumento de estabilidad de la via y alargar la du-
racién de las traviesas, acrecentando con su interposicién la su-
perficie comprimida por los carriles, y atribuye 4 la chapa de
su invencidn las siguientes ventajas sobre las placas des asiento
ordinarias: )

1.* .El contacto entre la base del carril y la tablilla resulta
preferible al de las dos superficies metalicas de carril y placa,
por la mayor flexibilidad de la madera, sobre todo si se encuen-
tfa inyectada . '

2.% La superficie de apoyo por Ia que se comunica & la tra-
viesa la presion del carril es de mayor extensién.

..3.% La elasticidad de la tablita neutraliza una parte de la
compresién que los trenes trausmiten 4 las traviesas en los sis-
temas ordinarios de via. ‘ . _ ‘

4.* Las condiciones de unién entre carriles y traviesas resul-
tan mejoradas con el uso de las chapas armadas de refersncia,
para cuya fijacién se puede economizar el gasto de tirafondos,
slempre superior al de las escarpias corrientes.

5.%  Por todos los motivos enumerados, la duracién de las tra-
viesas es mayor,y alin apunta el autor, que,dada la intima adap-
tacién de la chapa y de la traviesa, la compresién de aquélla
transmlte en parte 4 la segunda una parte del antiséptico de que
la segunda. estd impregunada.

La Inspeccion oficial de ferrocarriles ha autorizado, desde
principios de Julio ¢ltimo, la aplicacién de este elemento en las
lineas de los ferrocarriles que dirige el autor, en concepto de
ensayo para estudiar sus efactos en la practica.—O0.

o

-~ PUENTES COLGANTES EN LOS FERROCARRILES

El Ingeniero y constructor Mr. Arnodin publicé el afio ultimo
en los Anales de Puentes y Calzadas una interesante nota acerca,
de la aplicacion del sistema de puentes colgados en los claros de
grandes luces salvados por las lineas de los ferrocarriles.

Principiando por exponer las ventajas de la suspensién en
cables de alambre de acero, desde los puntos de vista de la eco-
nomia, de la seguridad, de la duracién y de la elegancia, des-

~ cribe en el citado trabajo las aplicaciones del sistema. 4 las vias
férreas, citando dos ejemplos en América; y respecto 4 Europa,
el puente sobre el canal del Danubio en: Viena. .

Saliendo al paso de la tnica objecién que se podris hacer al
sisiema, que es la referante a la rigidez, indica para remediarla
el empleo de la viga rigida, cuya accién limita las deformacio-
nes 4 tal punto que no pueden perturbar en nada la circulacién
de los trenes de ferrocarril.

El autor sienta como resumen de su trabajo la conclusién de
que en tales condiciones el puente colgado puede ser empleado
tan utilmente en los caminos de hierro como en las carrete-
Tas.—L.
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INTRODUCCION

AL ESTUDIO DEL CALCULO DE CUATERNIONES
'Y OTRAS ALGEBRAS ESPECIALES

POR
DON FRANCISCO PEREZ DE MURNOZ

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos.

( CONTINUACION )

El versor i convierte xen §;elj,gen y yelk, y en a. Uno
cualquiera de ellos, el Bi= j por ejemplo, aplicado dos veces,
una sobre 0 B = § y otra sobre su producto ; . 8 da:

O0BF=—0B=(—1)8.
Luego(conf. 130, ¢) j* =— 1. Analogamente: # =— 1 yk* =—1.

Si sobre el vector 0 4 = « actuamos por multiplicacién por
medio del programa versorial 4B =i y sobre el resultado i.

N
operamos otra vez por medio del versor £ ' =j obtendremos
el vector O = vy, es decir, el mismo que hubiéramos obtenido

operando sobre 0 4 =« con el versor 22* = — sz = — kpor
medio de una sola multiplicacién. Luego:

t.ha=—ja« 6 sea: I.k=—3}
anilogamente.

Pero si sobre O €' = y hubiéramos operado por via de mulﬁ-
plicacién primero por medio dei = ¢ B ¥ luego por medio de

k.= 50 sobre el resultado de la primera operacién, hubiéra-
mos obtenido: k. iy =a =j.7; luegok.i=jy analogamente
para los otros pares de productos.

En resumen:
i’.=j:’=h’=—l
tj=—ji=h
job——Tj=t )
h.i=—ih=}

cuadro exactamente igual al anélogo del (130, ¢). La terna de
versores cuadrantes goza, pues, de las mismas propiedades que
laterna de vectores unidades trirrentangulares.

El versor en general y el versor cuadrante en particular, es
una entidad matematica que requiere tres nimeros para su de-
finicién, es, pues, un verdadero vector en e} sentido dado & esta,
voz en el capitulo I. Dijimos alli (103), que en el vector podia
considerarse un programa rotacional, con tal que fuera idéntico
para todos, y que el de translacidn podia mirarse como variable
en ellos y proporcional 4 su intensidad; aqui nos encontramos
con que el versor cuadrante y el vector unidad son, en cuanto
operadores, una sola y misma cosa. También lo son en cuanto
entidad matematicia, luego son una sola cosa, y, por lo tanto, el
doble simbolismo empleado para la terna de vectores unidades
¥ para la de versores cuadrantes, puede reducirse 4 un simbo-
lismo tnico, para el cual conservaremos ¢, ; y £, que fué el
empleado primeramente.

El cuaternién cuadrante difiere del versor cuadrante sola-
mente en el factor escalar fensor, del mismo modo que el veclor
difiere del vector unidad solamente en la intensidad, que es tam-
bién un factor escalar; pero si el versor cuadrante y el vector
unidad son idénticos en esencia y propiedades, sus productos,
por un- escalar, deben necesariamente serlo también, luego el
vector, no unided, y el cuaternidn cuadrante, no versor puro, son
también la misma entidad matematica. Luego fodo vector es ui
cuaternidn cuadranie cuyo lensor es su intesidad. Véase por qué



68 REVISTA DE OBRAS PUBLICAS

el programa’ operatorio rotacional del vector es una rotacién
- s .
igual & < la misma para todos los vectores.

Conviene recordar que los principios y propiedades de la
terna trirrentangular de vectores unidades fueron establecidos
con completa independencia de toda-nocién de cuaternidén y ni
aun de versor. Hemos venido & parar, pues, & un mismo resul-
tado, 4 unos mismos operadores ¥ leyes de operaciones por me-
dio de conceptos distintos; esto prueba la perfecta naturalided
dentro de la aparente complicacién de las leyes de este calculo.

En la técnica de un algebra cualquiera, tiene méas importan-
cia la entidad matematica como operador que como operado,
asi que el concepto de tensor predomina en este calculo sobre
el de intensidad y lo absorbe por completo. Por lo tanto, sabiendo
lo que hacemos, no hay inconveniente ninguno en designar las
intensidades con el simbolo 7" de los tensores. Si = es un vector,
es al mismo tiempo un cuaternién cuadrante, y como tal, ex-
presable asi: 7= . Ua, que puede traducirse de estas dos ma-
neras;

Tensor de « X Versor de «
Intensidad de = X Unadad de «

bien entendido que el versor es cuadrante.

Este es, y sentimos no haberlo expuesto aun con méas clari-
dad, uno de los rasgos caracteristicos, al mismo tiempo que uno
de los que fueron mas criticados cuando aparecié este dlgebra
del célculo de los cuaterniones; la identificacién del wersor cua-
drante y el versor unidad, y sin embargo no hay nada mas na-
tural y que, como tal, pidan mas la naturaleza de las entidades
geométricas y la sencillez de las leyes formales.

Una sencilla mencién de algun principio del dlgebra vecto-
rial de Gybbs nos lo hara ver méas adelante.

146. Consecuencia importante de esto y de los conceptos de
cuaternién inverso y cuaternion conjugado es que: ¢) el inverso
de un vector es otro vector paralelo, de signo contrario y de ten-
sor numéricamente inverso del de el vector primitivo, §) el con-
jugado de un vector es un vector paralelo al dado, de signo con-
trario y de tensor sgual al tensor del vector primero.

147. Conviene, antes de seguir adelante, demostrar que el
conjugado de un producto de dos cuaterniones es igual al pro-
dueto de los conjugados de los factores y que el conjugado de
una suma de dos cuaterniones es igual & la suma de los conju-
gados de ambos sumandos. El concepto de cuaternién conjuga-
do, ya hemos dicho (138} que si bien de escasa importancia cien-
tifica es de gran importancia técenica, en la especial de este
calculo.

Lo segundo es inmediato; el cuaternion suma de los cuater-
niones directos tiene su escalar, suma de los escalares y su vec-
tor suma de los vectores de los dos sumandos; por otra parte, el
cuaternion suma de los dos conjugados tiene su escalar suma
de los escalares de los dos sumandos y como cada sumando es
igual 4 cada uno de los de la suma anterior, la suma sera forzo-
samente igual puesto que la suma de escalares es una operacion
univoca ¢ de interpretacién unica. El vector de la suma sera
suma de los dos vectores de los cuaterniones conjugados y como
cada uno de éstos es de sentido (6 signo) contrario al corres-
pondiente de los cuaterniones directos, la suma serd también de
signo contrario & la suma de vectores de los cuaterniones direc-
tos. Tenemos pues dos sumas, una de los dos cuaterniones di-
rectos, otra de los dos conjugados; la primera tiene su escalar
igual al de la segunda, la segunda tiene su vector de signo con-
trario al de la primera, luego la segunda es un cuaternién con-
jdgado del cuaternion primero suma de los dos directos. Por lo
tanto, el conjugado de una suma es la suma de los conjugados
de los sumandos. ’

Esta propiedad es cierta para cualquier ntimero de sumandos,
como es facil asegurarse de ello.

La operacién de tomar el conj ugado de un cuaternién, ope-
racién que hemos simbolizado con la letra X, puede considerarse

como una operacién llevada & cabo sobre el cuaternién ¢ por

medio del programa X, y como este programa es definible con .

entera independencia de la entidad operada, la operacién es una
verdadera multiplicacién (22 y 24) entrando en la clase de las
multiplicaciones ldgicas. Su simbolismo estd expresado por la
férmula:

Eg+q)=Kq+Kq (1)

La multiplicacidn por K es pues distributiva con respecto 4
la suma de cuaterniones.

Para demostrar igual propiedad con respecto & la multipli-

cacién de los mismos, volvamos atrds &4 nuestra figura 15y exa-
minemos lo que es el producto de dos cuaterniones y el de sus
conjugados, pero considerando & cada uno no como una suma
de su escalar y de su veetor, sino como un producto de su ten-
sor por su versor. Los tensores de dos cuaterniones conjugados
son iguales; los versores son de sentidos contrarios (138). Sabe-
mos también que el tensor de un producto es el producto de los
tensores (139). Prescindiendo de los tensores, puros factores nu-
méricos del género escalar, tendremos que:
. .
AB=K qq

.:1—2’=K.Q 579=Kq’ y

Pero al mismo tiempo A—E es el versor resultante de ;1?' y @

es por lo tanto el producto por A0de CB 6 sea de K 9. K g,
luego podemos escribir:

La multiplicacién por £ es pues distributiva con respecto & la
multiplicacién de cuaterniones. '

148. Veamos como dltima propiedad del producto de dos
cuaterniones, si la multiplicacién de ellos es distributiva con
respecto 4 la suma, d sea si es cierta ¢ idéntica, 6 no, una igual-
dad tal como:

(p+q) (r+8) =pr+ps+qr—+gq¢s

siendo en ella p, ¢, » ¥ § cuaterniones cualesquiera y pudién-
dose conmutar en el segundo miembro, todos los sumandos entre
si, pero de ningtin modo los factores que entran en cada pro-
ducto de él, de tal modo que el segundo miembro no serd en

generaliguald: (7 +¢ ) (p + ¢ )pero siloserdd: (¢ +p) (s+7).

Esto Wltimo es evidente porque siendo la suma de cuaterniones
conmutativa, (p +¢) y (¢ +#) son idénticamente equivalen-
tes y por lo tanto (46 y 47) pueden sustituirse uno por otro siem-
pre que se quiera en el curso de una misma algebra.

Examinemos primeramente si la igualdad que deseamos de-
mostrar es cierta para el caso particular de cuaterniones con es-
calares nulos 6 sea de vectores. La igualdad (3) del (143) ya de-
mostrada, nos lo asegura, pues si:

U SR B b {

3 a «

podemos escribir:
Pa~tgya—t=(Bt+yja—1

.
y como « — 1, inverso de un vector, es (146) otro vector,« —'1pue-
de reemplazarse por el signo de un vector, que como puede ser
cualquiera no hay inconveniente en representar por la mism
letra «; luego: ’ A
Batya=(f+7)= (1)

8i ahora o fuese igual & X+ . reemplazando « por su equiva-
lente ) 4+ p en ambos miembros, escribiendo la igualdad en sen-
tido inverso y aplicando la propiedad distributiva expresada en
la igualdad (1) al segundo miembro se tendra: -

(B+1)e=F+1) (P +r)=Bat+ya=3(A+p)

+y(A4p)=32+Bpr+rrtrp )

5
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No estard de més una ligera explicacién para comprender el

paso del cuarto al quinto miembro de la serie de igualdades an- -

terior. La igualdad (1) nos autoriza 4 hacer la multiplicacién
distributiva con respecto al multiplicador pero no con respecto
al multiplicando; sin embargo, el cambio de papeles entre mul-
tiplicando y multiplicador, sabemos que produce en el producto
s6lo un cambio de signo en su parte vectorial, y como este
cambio de signo tiene lugar en ambos miembros cuarto y quinto
la igualdad es cierta. ‘

Por dltimo, si ¢ es un escalar, « un vector y ¢ un cuaternion,
vamos 4 demostrar que:

(¢ +e)g=ag+ayg

de la cual se deduce inmediatamente la propiedad general:
Sea ahora § el plano del cuaternién ¢ (fig. 18) y sea £ un
vector paralelo & la interseccién del plano @ con un plano #

perpendicular 4 «. Puesto que = y £ son perpendiculares, su pro-
ducto sera perpendicular & ambos, seali=af y por tanto:

A , .
« = ——- Sea también |+ un nuevo vector en el plano Q, tal, que
l)

g

operado por ¢ nos produzca £ ¢ sea que g = —- Como ademas
v

a .
a= —-PB— podemos escribir:

ap z) e+ B @B+
« = f —— —_—] = e—— — = e——
(@+a) g (3 ~+ B q B " "
B A B LB .
=0¢— 4+ —=4— + = . —=qq -+ 3
" " " " g+eg (3)

Serie de igualdades que, deducidas unas de otras segin los prin-
cipios que hemos venido estableciendo, nos demuestran lo que
deseabamos.

De aqui al caso general no hay mas que un paso, pues des-
componiendo el cuaternién ¢ en suma de escalar mds vector y
aplicando al iltimo miembro de la (3) el principio por ella mis-
ma demostrado y el cual presenta en ¢l solamente en casos par-
ticulares, podremos escribir inmediatamente:

(@ +2) (0+B) =

(a+a)g=ag+a(/=a(5+ﬁ)'f“a(é'{‘ﬁ)

=ab+af-+ba+af (4)

serie de igualdades en cuyo ultimo miembro no ha habido in-
conveniente en permutar los factores escalares con los vectores
en los productos binarios que en €] se encuentran, colocando 4
los escalares como coeficientes de los vectores, pues segun he-
mos visto ya, afectan los tales factores solamente 4 su intensidad
6, como lamamos ya & esta en este caleulo (145), 4 su tensor. Si
los escalares @ y & y los vectores « y 8 que entran en las igual-
dades anteriores, los descomponemos en sumnas:

@+ ay; B +8,-

podremos escribir la serie de igualdades que siguen, que son la
demostracién del principie distributivo, en su forma més ge-
neral.

a4y + @y ; by =+ by 5

[(“t‘*‘f‘z)"'(ax’*“%)][(bx‘*'& + B +8))=
+ (e, +a) B+ B+ (=,

= (4,0, + &, ,—.—aﬁ&+zz A
+ (&, a1+0,a‘+51a +7Jea}
[ (@ +a) b+ (@, + o) 8]
[ (@2 + @) &, + (@ + ) B)]
= (@, + &) (b,-i—-ﬁ,)'—‘r-((a‘—{—a,/ B.) + (& + ) (0,

+ (2, + «,) (&, + 8)

(@ +a,) (B, + by)
%) (00 +0.) + (3 +a) (B, + By
(@ B+ a B:+a B +a,B)
(2, B +a, B+ a, B, + o, B)
[ (@ +a) 6+ (@, + =) 8]

B.]

)

)

+
+
+.
+ [ +a) b+ (02 + o) B
(& + 8
6 sea representando por p, ¢, 7y ¢ 4 cada uno de los cuater-
niones:

&1’4“34;}’&4“‘—&2

Gy + 2,5 @, 30,
tendremos:
P+ lrts)=prrps+qgr+gs (5)
Q. E. D.

Esta demostracidn es de Tait y ha sido la elegida 4 causa de
estar fundada solamente en los principios del dlgebra cuyas re-
glas operatorias estamos estableciendo y en la medida que hasta
el presente han sido establecidos poniendo bien claro y bien de
manifiesto sus leyes formales. No da este autor ni importancia
ni preferencia 4 esta demostracidn, y la presenta como acciden-
tal después de haber demostrado el principio distributivo por
medie de las propiedades de las cénicas esféricas, demostracién
esta dltima (ue como geométrica, entra por los ojos, pero que
lieva la mente muy lejos del calculo cuaternidénico. Por el con-
contrario, una honita aplicacién del cilculo este seria el, apo-
yandose en la iltima igualdad (3) ¥ enla que demostraremos en
seguida relativa & la propiedad asociativa de la multiplicacidn,
hallar y demostrar las propiedades de las cOnicas esféricas presu-
puestas en las demostraciones de Tait,

148. Las leyes que rigen la multiplicacién de dos cuaternio-
nes, pueden hacerse extensivas & productos de mas de dos fac-
tores de un modo andlogo 4 como en algebra ordinaria se hace
con los productos de nimeros. 81 ¢, ; ¢.; ¢, ... son cuaternio-
nes, su producto; ¢ = ¢, . ¢o . ¢; ¢n-1. ¢ SeTA aquel cuaternion
que resulte multiplicado: ¢, multiplicando, por ¢.—; multiplica-
dor, el producto que resulte, que sabemos es un nuevo cuater-
nién, y por.eso esta dlgebra es lineal, considerado como multi-
plicando, se multiplica por ¢,—2y asi sucesivamente hasta mul-
tiplicar por ¢, €l pentltimo resultado.

Desde luego, y como primera ley de multiplicacién de va-
rios factores cunaterniones, diremos que, no siendo en general
equivalentes los productos gn—1. ¢» ¥ ¢n . gn—1,€l orden en
que aparezcan los factores debe respetarse estrictamente, porque
la multiplicacién del producto que se haya obtenido hasta llega
al factor ¢x — 2, al multiplicarlo por ¢» — 1, nos dara un cierto pro
ducto, y uno nuevo al multiplicarlo en seguida por ¢», mientras
que aquel mismo producto, multiplicado por ¢» , nos dar4 un pro-
ducto distinto, y luego, al multiplicar éste por ¢. - 1, DO tenemos
propiedad ninguna conocida que ni siquiera nos induzea 4 sos-
pechar que se reproduzca el producto anterior. Hemos, pues, de
ir haciendo las multiplicaciones en el orden en que se nos pre-
senten todos los factores de derecha 4 izquierda, considerando a]
de la extrema derecha como multiplicando, y al inmediato & la
izquierda como multiplicador; este producto debe ser en seguida
multiplicado por el inmediato factor de la izquierda, el producto
obtenido por el inmediato siguiente de la izquierda también, y asi
sucesivamente hasta agotar el nimero de factores que nos ha-
yan presentado.

Con objeto de simplificar la operacién en algunos casos par-
ticulares 6 de distribuir el trabajo entre varios individuos, en el
case de ser muchos los factores, conviene saber antes que nada
si ]a operacién es asociativa, es decir, si pueden escogerse gru-
pos de factores y hacer con ellos las multiplicaciones, dejando
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el producto parcial en el lugar mismo en que estaba en el pro-
ducto total y hacer luego los productos de estos productos par-
ciales obtenidos con determinado numero de factores cada uno.
Puede hacerse esto, y para probarlo, sean ¢, ¢' y ¢” tres cua-
terniones; y vamos & hallar el producto: ¢ . ¢° . ¢ y ademas los
gl ¢ ¢'vqq. ¢,y veamossisoniguales. Desde luego, los dos
primeros si lo son, porque el primero, ¢ ¢' ¢, quiere decir que
4 ¢'" hay que multiplicarlo por 4', y al producto asi obtenido,
por ¢; ¥ el segundo quiere decir lo mismo, puesto que en ¢l se
agrupan los dos factores ¢ con ¢', que necesariamente quedan
agrupados segun el orden mismo en que se lleva la operacion.
No asi el tercer producto, porque en ¢l se indica que & ¢" hay

,

i "o
A —;- A

que multiplicarle por producto, previamente formado, de ¢' por
. ¢, cosa distinta de la expresada antes, y que puede conducir.d
resultado distinto. La demostracién analitica mas sencilla, con- -

siste en expresar cada uno de los factores en funcién de sus cua-
tro numeros explicitamente y hacer las multiplicaciones de unos
por otros, segun las reglas de multiplicacion de los productos
de dos factores; sean, pues,
g=wtzityjtek; g=w"+zityj+ik
gl =w"+a" i+y j+ k.

Bl producto de ¢" por ¢ es

?/!'j ""z 124 /{/

w o+ w iy 5k

oo w2k Oldg+ 0lj A 0|k ¢
—z e 0 0f +~z'9y| —az 2| +y2
-7y O -+ ' w of —y = 0 0
— 0 0| -+ z »” 0] +za —z2y”

producto en el cual se han tenido en cuenta todas las propieda-
des de la terna de vectores trirrectangulares unidades ¢, 7 y 4.

Para multiplicar este producto por el otro factor, esto-es, por
¢, escribamoslo y dispongamos la aperacién como sigue:

Multiplicando = ¢ ¢" =w'w' |+ ' &" |+ y" |j+w 2" |k
—z ' 2w | —a ) oy (1)
— 7/ :]/" 'l' yv 2" 4 '7/' 70-1 . ?/v Z",’
—_— :' 5” _— 5’ .?/11 + Z' ?/': + zv ,/-vv
Multiplicador == wzi+yji sk
g0 ¢ =ww|w—w g\ s—wyly—ws|st+ wwlefws|ly—wylz aES
— o2 —zw'l | —ay” ezt oy o2
-7y -y =yt by | =y Yy —y e —yw
—z 7 w2y’ l -y | —za" L—z 2 + ' —2a" .
' @)
Pty wa|s = 2T w | s wyle+—w ey %
f—a2"z" " +zn —z'yy | =z —zz)| —Tw
A AN N B A B Bt A
L— —z " —zw| L— s + &'z + 2y _ I

Este producto, cuya formacion habra heclio recordar al lec-
tor la teoria de las matrices, estd constituido por todas las letras
que en ¢l entran, de manera que pueden permutarse los acentos
de ellas sin que sufran alteracion los coeficientes de los térmi-
nos, vectores y escalar. Luego si hubiéramos multiplicado pri-
mero ¢” por ¢ v después & ¢" por aquel producto el resultado
sera tal que pueda deducirse del (2) con sélo permutar los acen-
tos convenientemente, lo cual no altera en nada los coeficientes
en cuanto son combinaciones de letras. Tampoco altera los sig-
nos de cada producto de letras (las cuales son simbolos del dlge-
bra ordinaria) porque los signos estan dados por los pioductos
de 7, 7 y 4 unos por otros y por si mismos, y estos signos no se
alteran mientras el orden en que se hace la multiplicacién de
unos por otros no se cambie y este orden es el mismo en la mul-
tiplicacion ¢ ¢’ ¢ que en la ¢ ¢* . ¢* . Ll producto, por lo tanto
debe permanecer invariable, luego:

797" =499 79" (3)-

La multiplicacidn de cuaterniones es, pues, asociativa para tres
factores y facilmente se generaliza la ley para cualquier nimero
de ellos.

149. Tl método desarrollado en la demostracion anterior, es
s6lo un ejemplo del método puramente analitico en el calculo de
los cuaterniones, con ayuda del cual pueden demostrarse con
mucha facilidad sinndmero de teoremas.

" @) Por ejemplo: si hallamos el producto ¢ . ¢’ ¥ 1o compara-
mos con el ¢’ . ¢ veremos inmediatamente que sus escalares son

idénticos pero que las tres componentes segin ¢ , 7 y £ del vec-
tor del uno son iguales y de signos conftrarios 4 los del otro y
sucede lo mismo con su suma, el vector del cuaternién; luego
ambos cuaterniones ¢ ¢’ y ¢’ ¢ son conjugados, luego:

9'9=K.q9¢ (1)
propiedad de 1a cual es un caso particular la demostrada en el

(130, &/, para vectores.
Como consecuencia:

17 +01=97+Kgqg=28.9¢ 2
1¢—gr=9¢—Kqq¢=2V.q¢ 3).
%) Sabemos por la (1) del 130 que:
¢-Kg=(Tg)*
Sig=wtoit+yj+eh ; Kg=w—ai—yj—zk
y g . Kqg=Tq*=n*+2*+y*+2

y Ty=V i Fo Fp T (4)

y por tanto U¢ S, A toitystok - @)

T l/,vz __;_ 2 +y2 +zz

~~
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Suele lamarse norma al cuadrado del tensor (Tq)*y suele
indicarsela por la mayuscula &V, Luego:

Ng=wtto* £yt 20 (6).

Un cuaternidn real, ¢ sea de aquéllos en los cudles i» R TN
'son niimeros reales, ser4 nulo cuando, y solamente cuando, lo
sean su tensor 6 su norma. ' ' ‘

¢) Lafézmula ¢. &g = (7¢)* suele escribirsc en algunos
casos asi: ¢ g = N ¢, donde ¢ es otro modo de escribir K q.De

cualquier manera que se escriba, si multiplicamos ambos miem-
bros por ¢- 1, tendremos:

7l g Kg=g¢"1Ny,

¥y reduciendo y dividiendo nuevamente por el escalar Vg,

;A_g. —_ 7— 1’

Ny

<

férmula importante y de frecuente uso.
4 Sig=wtoityjrebyqg=mn ta'i S AV YA
el productor ¢ ¢' hemos hallado que es: . :

¢ =mwi —ox —yy —z2 4 (wa' Lo +y2 - 29 )1
-}-(w,?/’+7/7v’+z:z"—7;z')j
twd ' oy —yx) k.

S caleulamos la norma de este producto 6 su tensor, que para

€l caso es lo mismo, nos encontraremos después de hacer re-
ducciones con:

Ngg =(Tqq§) = (w* +a* 9" + 22 ) (" eyt 4o
=Ng. Ny (8)

¢) En el cuaternion g = -F2i4+ 5/ +24, se tiene segun
las notaciones empleadas:

Sqg=mn Vo=gzityj+ak

v también:

U vy SiHi) kol

V=V +y+7 VT

9y (10)

férmula esta wltima en la cual debe recordarse que el simbolo &7
denota el versor del vector ¥y, y por lo tanto un versor cua-
drante, y también la unidad del vector Vg.

J El cociente de dos cuaterniones tal como se ha definido en

el (144);—;/9,— =g¢ ¢ —' es un nuevo cuaternion, cuyos cuatro

numeros podemos hallar facilmente empleando la notacién que
venimos usando en este parrafo. Sea:

% —otlitnj+ik

el cuaternion desconocido. Multiplicando ¢’ por ambos miembros
y suponiendo que ¢ y ¢' son los mismos que en el apartado (@)
de este péarrafo: '

g=wt+zityjtash=
=(o+titnj+ih) (010 ity o k)=
=(0w —§g' —ny —L2 )+ (02 +En +ny —C ¥}k
oy +aw —id +l2) 7+
t(ed Hiw'+ty —na') k

identificando ambos miembros, parte escalar con parte escalary
partes vectoriales paralelas unas con otras, nos encontramos con
un sistema de cuatro ecuaciones entre escalares, por medio de
las cuales podemos determinar las cuatro incognitas w, ¢, 1, L. Es-

71
tas ecuaciones, de primer grado, tienen un determinante cuya
matriz

’

W o=y —y —
z’ w’ 2 -y
yoo—z w’ 2’
| &' ¥ =z w’

es pseudosimétrica teniendo al mismo tiempo iguales todos los
elementos de la diagonal principal. En el caso de que los cua-
terniones degeneren en vectores puros, los elementos de la dia-
gonal serdn ceros y la matriz serd hemisimétrica. En ambos

+Casos es desarrollable en suma de cuadrados, 1o cual da lugar &

importantes desarrollos debidos & Cayley y Silvester el entrar
en los cuales nos llevaria mucho mas lejos de nuestro propdsito.

150.  Dijimos (145} que una comparacién de los principios de
este céleulo con los del dlgebra vectorial de (xybbs, nos haria ver
la superioridad del de cuaterniones sobre aquél. Si 4 los simbolos

t,J , % se les hace, mas 6 menos arbitrariamente, obedecer 4 las
leyes:

P=jle= b= tlijh=iiki=jiij=h;hj=—i,
th=—j:1ji=—%

entonces la multiplicacidn no es asociativa sino disocrativa,
porque: .

t.1j=1.%=-—j mientras que: ;. tj=i'.j=7

y la fmultiplicacion es innecesariamente mas complicada que en
el caleulo de cuaterniones, 4 pesar de lo cual afirman sus auto-
res que uno de sus principales objetos al establecerla ha sido el
evitar las dificultades intrinsecas al caleulo de cuaterniones. No
lo entiendo.

151.  Antes de dejar estos principios de las cuatro reglas de
este caleulo, conviene decir algo sobre las potencias de cuater-
niones y vectores. El producto de dos cuaterniones iguales 7 . ¢
se denomina como en algebra ordinaria el cuadrado de 7ylo
denotaremos por ¢* y andlogamente el cubo, cuarta potencia,
etcetera. Pero ¢ = 7'¢. 7 ¢ de manera que: 7’*={Tq.Ug)

'=1q.Uq.Tq.Ug;pero Tqesun factor escalar y como

tal puede permutarse con otro cualquiera, luego:
7' =(Tq) (Uq)

representando por ( I7 ¢ }* la repeticién dos veces sobre una
misma entidad matematica (vector ¢ cuaternidén) del operador
U'g. BEn general, gn = ( L'g)n ( I/ ¢ )* serd la expresién de la
potencia enésima de ¢. En esta expresion entendemos que el
tensor del cuaternidn potencia es la endsima potencia del tensor
del cuaternién hase y que el versor es tal que hace de una sola
vez un giro igual & eie giros iguales al que hace el versor Uyq
en el mismo plano en que cada uno de estos giros se lleve &
cabo. La analogia entre esto y la formula de Moivre es patente.

Si el exponente # fuese negativo ¢ fraccionario ¢ aun incon-
mensurable, la interpretacién de la potencia del ¢cuaternién seria
la misma; solamente si # fuese imaginario habria que buscar a
dicha potencia nueva interpretacién.

Si ¢ es un cuaternién cualquiera ¥ = un vector perpendicular
& su plano, sera posible siempre elegir un nimero 7 tal que la
magnitud angular del versor de ¢, I/ 7, Sea ene veces -%, ver-
sorde a, y al mismo tiempo podemos elegir la intensidad ¢ ten-
sorde o, 7'a, de manera que (7 a)» = 7 ¢, ecuacién puramente
aritmética esta 1iltima; luego un cuaternién cualquiera puede

ser representado por una potencia apropiada de un vector cuya
direccion sea perpendicular al plano del cuaternidn, el indice de

la potencia, la relacién de Ang. U g & —:—, y el tensor del vec-

W
tor, |7 ¢ . «» puede ser bues un cuaternién cualquiera, el ex-
ponente es el cuarto dato numérico que nos hacfa falta para que
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el vector nos representase el programa de operacién que de-
sedbamos nos representase en (103). La ecuacién cuaterniénica:

g‘=a"

es susceptible de solucion, siendo 7 la incdgnita, en términos
reales para dicha incégnita.

152.  Asi como hasta ahora hemos considerado las operacio-
nes entre las entidades matemdticas que manejamos en este
célculo, asf podemos ahora considerar operaciones entre las en-
tidades légicas que hemos definido, principalmente entre los
simbolos de operaciones que no han sido siempre entidades ma-
temadticas. Las cinco operaciones de tomar el escalar, el vector,
el conjugado, el tensor y el versor de un cuaternidn, son verda-
deras multiplicaciones 16gicas de la especie definida en (24) y
pueden llevarse 4 cabo dos ¢ mas sobre un mismo cuaternién su-
cesivamente, directamente sobre ¢l la primera y sobre los resul-
tados de las operaciones anteriores las sucesivas. Pero un grupo
de ellas podria ser quizas sustituido por una operacién tnica
cuyo programa sera el producto de los programas de las opera-
ciones aisladas. El simbolo de cualquier grupo de operaciones
podra ser ¢ no el de alguna de ellas 6 de las restantes, 6, por el
contrario, podra ser distinto, pero en este caso se emplea la com-
binacidn de ellos sin introducir mas simbolos de nuevas opera-
ciones. Asi, por ejemplo, tomar el vector de ¢ y luego el escalar
del resultado, da uno evidentemente jnulo, luego ‘el simbolo del
elemento nulo, 0, es el tnico adecuado para representar el pro-
duceto de las dos operaciones .. V. Tomar el conjugado de ¢
¥ luego el conjugado del resultado es lo mismo que no hacer ope-
racién ninguna sobre ¢ v el producto X . K= A* estard ade-
cuadamente simbolizado por la unidad. Si del cuaternién ¢ to-
mamos el vector y del resultado el conjugado, obtendremos
como resultado el vector de ¢ con signo contrario, luego el pro-
ducto de & . "= — V. Asi podremos multiplicar los ejemplos
que en resumen presentamos en forma de tabla de doble entra-
da estando en ella los multiplicadores en las lineas y los multi-
plicandos en las columnas de manera que la primera operacién
que se lleve 4 cabo, la que recae sobre el cuaternién, base de
operaciones, es la indicada en la columna y la que se hace sobre
el resultado de la operacidn anterior, es la indicada en la linea.
Como los tres simbolos de los vectores unidades, son muy em-
pleados en este calculo y como sus operaciones son asociativas,
unimos 4 los cinco simbolos &, F, &, I'y U, los tres 4,7 y 4,
formando asi la siguiente tabla:

MULTIPLICANDO

—_— ——

th| el |40

Jol=k =1 i NS VR GT|GU

Byl =il =1 xs8tav k| 2T R T

MULTIPLICADOR

K | Ai | Kj\ Ak S| -7 1| 7 ix0D

T r 7 VAR N A G B 7

Las particularidades de esta tabla debe verlas'y examinarlas
por si el lector, considerando uno & uno todos los productos de
ella. S6lo haré notar, el que esto escribe, la concordancia que
existe entre el producto 7'. §y lo dicho en los nimeros (35)
¥ (83), pues los dos conceptos de escalar y tensor presentan al
numero como procedentes de operaciones de tal ndturaleza, que
el primero nos lo presenta desnaturalizado, en cierto modo, por
el signo, mientras que el segundo nos lo presenta en toda su

pureza, y por eso al multiplicar por el tensor, poreel simbolo .

del niimero en toda su pureza, al escalar, nimero en éuarente-
na, hay que reintegrarle su patente limpia, como se hace me-
diante el signo + del cual se debe tomar el mismo que afecte
al escalar para que si es positivo lo deje como estd, y si es nega-
tivo lo haga positivo, 6 por mejor decir neutro. Los demas pro-
ductos de la anterior tabla no ofreceran dificultad ninguna al
lector. '

153. No dejaremos estas cuatro reglas del cilculo de cuater-
niones sin insistir sobre la expresidn:

g=mwtzityj+zk ’ o

fundamental en la teoria analitica de este calculo. El pardme-
tro 70 es, segun sabemos, un numero escalar del dlgebra ordina-
ria, y como tal, provisto de su signo. La suma de los otros tres
términos es un vector cualquiera, en todo conforme al concepto
que de esta entidad matematica nos hemos formado en los pé-
rrafos del 89 al 96. Pero ya advertimos (92), que cuanto alli se
decia, se referia al espacio euclideo de tres dimensiones, pero que
el concepto de vector era capaz de generalizacién al espacio,
euclideo 6 no, de cualquier niimero de dimensiones, ¢ sea, era
capaz de ser incluido en una concepcién generalizada del espa-
cio. 8i ast lo hiciéramos, nos encontrariamos con que el vector
necesitaria de tantos datos numéricos cuantas fuesen las dimen-
siones del espacio en que estuviese sumergido, ¢ si se quiere,
podriamos decir que entenderiamos por vector aquella entidad
matematica definible por datos numéricos en ndmero igual al
de dimensiones del espacio en consideracién y que fuese pro-
yectivo sobre la recta de aquel espacio, 6 si se quiere, sobre el
lugar determinado por la relacién cualitativa de dos puntos de
dicho espacio. Bn este caso la expresién de un vector seria de
la forma:

a=$17;‘+.’6'97;2+...-. +Z‘n7:n
y del ene-mas-uno-ion de la:
g=wlte i, +zi,F..... +%nin ‘ 2)

serfa pues una suma (26) de productos de numeros;
;&3 8,5 «-+. Zupor unidadesl;é;74; ..... 2¢. Los nimeros

‘reales ¢ imaginarios obedecen 4 las leyes del dlgebra ordinaria,

mas no asi las unidades, de las que solamente la vez, 1, pertene-
ce al dominio de aquella ciencia, las cuales obedecerdn 4 leyes
de operaciones y combinaciones de unas con otras y unas sobre
otras, especiales y exclusivas, no s6lo del espacio en cuestién,
sino, en cierta medida, también del arbitrio é intento particular
de quien este estableciendo los principios de tal aAlgebra. Asi
vemos, que en el espacio objeto de nuestra experiencia diaria,
podemos hacer: #* = j* = £* = — 1, etc., etc. (calculo de cuater-
niones), ¢ ¢*=j*=4%*=1, etc., etc. (analisis vectorial de
Gybbs). De cualquier manera que se establezcan los principios
de calculos de esta naturaleza, denominaremos ordinarios 4 los
ndmeros del dlgebra ordinaria, y extraordinarios 4 las unidades
especiales del dlgebra que se estudie, y que obedecerd & leyes
particulares, mucho, poco 6 nada, semejantes & las del dlgebra
ordinaria.

(Se continuard.)
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