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los ejercicios practicos propuestos en los examenes de Geometria
elemental de la Escuela de Caminos, ha fizurado el mismo pro-
blema, y casi todos los alumnos lo han resuelto bien.

Con la narracién de estos hechos, no pretendo molestar 4 Jos
Doctores en ciencias matematicas: porqua ellos van por un cami-
no y los In :enieros por otro. En éste, como decia muy bien el se-
ilor Inchaurrandieta, hay virtuaimente una declaracion grabada
qua dice: que no pasa por él, quien no domine los problemas ele-
mentales sin preacupacion ni fatiga; y en el de los doctores en
ciencia: que no podra seguirlo el que no ten :a por lo menos no-
ticia de la existencia de todas las teorias matematicas. Por eso
los programas de éstos, tienen mucha mas extension que los de
a‘juéllos;.pero lo que ganan en extension, lo pierden en profun-
didad, por ley ineludible. Los In :enieros deben estudiar los co-
nocimientos matematicos que les sean necesarios para aplicar-
los en su profesién; los que si no son muchos, en cambio han
querido con excelente criterio, que se sepan muy bien,

Para hac r resaltar esas diferencias, me fijé en el programa

del Sr. Octavio de Toledo, del que no pensé hacer una critica;
aunque tal vez, contra mi voluntad, resultara ésta, al decir, que
en un curso que se da & continuacifn del bachillerato, no se debe
‘iniciar 4 los alumnos en teorias que no pueden entender. ;Como
se arregla, por ejemplo, el Sr. Octavio de Toledo, para explicar
4 sus alumnos las teorias de Cuntor sohre -eonjuntos y clases? Si
se limita a dar cuatro definicionss, que se las apren:en de me-
moria, nada consli:ue; pues hay como esta ciertas cuestiones ma-
tematicas, que para que la inteligencia las asimile, es menester
prepararla con estudios muy variados y profundos, porque suelen
ser como el resumen de todos ellos, y aunque vengan a com-
_pletar ideas tan primordiales como son en dicha ciencia las defi-
niciones de los niimeros, no pueden entenderse la primera vez
que se estudia la Aritmética. Bien estan esas teorias en la intro-
duccién del admirable curso de caleulo de Jordan, y en la menos
notable Algebra superior de Weber; pero no en un programa
de primer curso de Aniilisis malematico, con la preparacién de los
Institutos.

Respecto al simbolo n 3, veo que el Sr. Octavio de Toledo se
limita también 4 dar algunas definiciones, euya utilidad me pa-
rece dudosa; pero al pedir su explicacion detallada, nada de ex-
traflo tiene que yo creyese que se trataba de dar idea de las re-
glas de calculo, de las cantidades equipolentes de M. Belluvitis
¥ de la teoria de los cuaternios de Hamilton, que no es mas que
una extensiin xl espacio de las concepciones de M. Bellavitis,
investi :aciones todas muy propias de las Faculiades de cien-
cias, aunque no en el sitio en que estén incluidas.

Para terminar, diré al Sr. Octavio de Toledo, (ne el método
de Horner pura la resoluciin de ecuaciones numéricas se exige
en la Escuela de Caminos, cn los examenes de Algebra supe-
rior, aunque con apellido latino; y en cuanto 4 la teoria de fi:u-
ras reciprocas, pongo & su disposicién los apuntes del Sr. Por-
tuondo, profesor de Mecaniza racional, donde la vera expuesta,
y sobre ella se vuelve 4 insistir en los cursos de Resistencia de
materiales y de Puentes; le diré también, que sebra que en la
Aritmética de Salinas y Banitez, se estudian a) 2unas generalida-
des de la teoria de congruencias; pero no todo ni mucho menos
de lo que se pide en el programa de primer curso de Analisis
matematico de la Universidad de Madrid, que las notas de la
‘Aritmética de Serret sobre teoria de nameros son incompletas,
pues, por ejemplo, en el teoremsa de Wilson generalizado, tiene
que cortarse la demostracion y dejarla aplazada para el Alzebra
supsrior.

Yo no censuro que estas teorias las estudien los Doctores en
ciencias, sino al contrario, lo que he sostenido es que su prin-
cipal mision es cultivarlas, no asomandose al edificio, sino pe-
netrando en sis' mas escondidos rincones, para contribuir al
progreso de la ciencia pura; pero lo que si me parece mal, es
que se pretenda que los Ingenieros les sigan en tan sublimes in-
vestigaciones, cuando les falta tiempo para dedicarse & otros
estudios mas Interesantes dentro de su profesion.

Esta ha sido la tesis de mi anterior articulo, que gracias 4
la interven :idn del Sr. Octavio de Toleilo, me ha proporoinnado
ademas del honor de discutir con ¢l, el medio de reforzar los
arzumentos en esta réplica,  que no tenia pensamiento de es-
eribir. :
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FUNCIONES ELIPTICAS “
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Teorema de Abel.

El problema resuelto en el capitulo anterior, no es sino un
caso particu.ar que resulta de la aplicacion, al caso de la suma
de dos funciones elipticus. de la {ormula general que vamos 4 de-
terminar v que se conoce con el nombre de teorema de Abel,

El tecrema de Abel s aplica no solo a lus funciones elipticas,
sino también & las hiper elipticas; en general, 4 un nimero cual-
quie-a de funciones aheliunas. Resuelve de un modo general el
problema planteado en ol capitulo anterior, y resuelto en él, en
un caso purticular. Dicho problema se 8xpuso, en términos ge-
nerales, diciendo: Dada una transeendente, hallar (rozos de esta
transeendente, cuya relacion pueda expresarse por transeandentes
mds senerllas.

Expondremos el teorema de Abel, que resuelve este prohle-
mna, sirviéndonos de una interpretacion geométrica ideads por
Clebsch y que da una forma, muy ele ;ante al leorema; payo antes
debemos recordar otro teorema de Altebra que es tema indis-
pensable para la demostracion del que uos ocupa,
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Sea la fraccion —(;Eg en la cual los dos térininos son poli-

nomios algehraicos, y el gralo de 6 (%) es inferior en mas de dos
unidades al grado de ¢ (w); supongamus, ademas, que ¢ (x) solo

¢ . . o 0 ()

tiene rafces desisuales. Descompongamos lu fraceionn —'———( ) en
v (Z

fracciones sencillas

f @£ ) A .'l' A.» A 1

LTI S O (1)

¥(z) a«—w,  2—mn & — i, &£ — &y,

quitando denominadores y ordenando con relacién & «,
CO0(@)=am— ' (4, + A, fo— e P —A )
lo cual nos indica que
A b Ay e — A =0 (2).

Ahora hien, de la (1) se deduce

&L —- £ A, A
O0(p) ——_10 = A, P — —_— N —— ..lz__
(‘L)q‘(m) l("('z ll)[:ﬂ—r‘lfg '-"" +n’L’~":’A),“
y haciendo 2 = «, que.a
= 0)
T )’

/A

luego la condicion (2) osta representada, por

0_("”:_}._0(‘1’1_) + + _O(mm) _— )
'%i(ZL';) '.l‘('l’z) ' di(xm) ) -
Pasemos & la demostracion del teorema de Abel.

Sea el sistemu de ecuaciones

(P=(1—2") (1 —K"& )=, (4)
C lrtegy=o ©

(1) Véase el ndm, 1285.
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Lo primera es una ecuacién de cuarto grado, que repre-

senta una elipse y una hipérbolé cuyos ejes son los coordenados,
siendo el eje transverso de la segunda curva el eje de las ». La

- segunda’ es una ecuacion algebraica, cualquiera, puesta bajo

forma racional, su término general es de la forma Az m y n.

Sean z,, 2, , 1 las abcisas de los puntos de interseccion
de las curvas (4) y (5); ha:amos variar por ley de continuidad
los coeficientes A de la ecuacion (5), con lo cual la curva variara
por ley de continuidal; sean 2',, z', 2 1 las abcisas de los pun~
tos de interseccién para una nueva posicion de la curva varia-
ble:. el teorema de Abel esta expresado por la ecuacion

&y x| x',
f d d @, frl_ir_, +f d,):“ f dx,
Jo Ap, T dzp Jo Az,
[\.L‘nl f.L"IL
d 'y d a2y
2 ORI P

En efecto, mediante la enuacidn( ) podemos eliminar de la (5)
.todas las potencias de y superiores i la primera, con lo cual di-
~ cha ecuacion quedara bajo la forma

. ' P

!/:-—-—

Q

1

giendo Py Q polinomios en x, tales que uno de ellos sé6lo en-

cierra potencias pares de x, y el otro potencias impares.
Las abeisas de los puntos de interseccion estan dadas, evi-

:"dentemente, por la ecuacion

Pﬂ
—— =A%

Q*

Pt — (A =)

(M)

La ecuacion (7) se verifica para una cualquiern de las rai-
ces »; supongamos quo los coefitienies de I’ v Q varian infiniia-

. mente poco; x experimentara un cambio infinitamente pe-

queiio 8 z, y debienido verificarse ain la ecuacion para los nue-
vos valores su variacidn es nula. Peroesta variacion se compone
de dos paries, una en que varia lu @, sin variar los coeficientes,
la otra en que solo varian éstos. Designenios por ¢ (&) el primer

- miembro de la ecuacion (y), la variucion total igualada & cero es

W@y da 4208 P —20 QA p=0,

" de'donde
. I) .
d o A _.—QF'QA‘L
— Q - ]
Aw W)
Y como
l)
—= Ay,
0
e , W8P —16Q
e X8 T O
Ax yt(ax)
Haclendo

PiQeQil=10(z)

do_,0(z)

_— —_—
—_ ’

z v()

sustituyendo en esta ecuacion en vez de x, las raices By By
Z 1. y sumando las igualdades que resulien

$~‘

| 7

I

\

dz' dea dap o, 0(2) 0(x)
A,ci*I;,‘F""U_z';l“"[.v(ar.) L
+‘“+'1"'(~L‘3*) .
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Ahora bien; z,, 2, — @ 1 son las raices de ¢ () =0; ademas,
si m y n son los grados de los polimonios P y Q, es facil ver que
el grado de 0 (x) es inferior en mas de 2 unidades al grado de

4 (x) — en el caso particular de ser m == n, se ve inmadiala-

mente que el :rado de 0 (z)es2 myelde ¢ (2) 2 m + 4 —
Resulta de esiwo que
d e, d a, d e
Az, ! Az, b b i .
Integrando entre limites (2, ') (x,, »',) ...
v, Py '
C_lfL cl’:/:,_ - (lmu_o
2y Az o oz Ao, Tpdaep
6 hien
iy R/ g
d d @, / d .cﬂ dip
0 Az z, Am, S 0 Axp
' Y x A
d:c' / da s d W
0o Az, 0o ax, Bt 0o Ax'p

lo que demuestra el teorema.

La ecuacién (7) se descompone en dos

{ P—2Aze=0

? Pt+2ax—0

se ve que se pasa de una de éstas 4 la otra cambiando 2 en n =z,
luero sus raices son iguales y de si '‘nos contrarios. Ahora bien;
la funcion f (e, y), y, por consiguiente, > y Q son arbitrurios;
podemos, pues, dur valores arhitrarios a4 p — | de las raices, de
los puntos de interseccidn, y de deducir .« 1~ de modo que sa ve-
rifique

d z

d w, =1

o=

Ay A, awp—1

___IIJ‘[J.

axp’
ecuacion que encierra el problema resuelto en el capitulo ante-
rior.

Asi, sean

tendremos
\aax, -}- x‘ F+ 64w =
,aac2 +al 4 648m=0

siendo », y 2, valores arbitrarios. Bl valor de a, viene dado por
la igualdad

[ Ll Aaw,—xrdA
a =
' b ) A& T, A 2,
&y = —— ‘ s
e, 2),)__x,:a' — 2,
. c AR s Ay
sustituyendo el valor de &
2 H ;
Tyl , A, —{- T, Ay

@y = =
T m A m— A l——I( IPAIPEE

férmula que concuerda con la que daba el valor de C, por el pro-

cedimiento de Darboux, en el capitulo anterior.

*
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Vemos, pues, que el problema resuelio en el capitulo anterior .

6s.un caso particular del teorema de Abel, como decimos al em-
pezar este capitulo. Vemos, ademas, que la generalidad de este
teorema es muy grande, pues se aplica, no s6lo 4 las funciones
elipticas, sino 4 las abelianas en general. Por iltimo, la ecua-
cion (6) subsiste, siendo las raices de cualquier especie: reales ¢
imaginarias, sencillas 6 complejas. .

Si hemos, por consiguien-e, de sacar partido de la gran ge-
neralidad de este teorema, es preciso indicar de un modo claro
lo que se entiende por una intesral de esta formu

‘ Ya+byS
- / d
o 0 Am’

expresion que hasta ahora no tiene sentido para nosotros.

El sentido de las integrales, tomadas entre limites imagina-.
rios, sera objeto de la se;zunda parte, que exponemos 4 continua-
cién, y en la cual damos 4 conocer las funciones elipticas hajo un
nuevo aspecto, el de funciones de variable imaginaria.
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MEDICIONES ELECTRICAS ®

(CONTINUACION)

18.  Diferencias de aislamiento en un conductor.
Para determinar la diferencia de aislamiento en dos trozos 6
secciones de un mismo conductor, ¢ sea su aislamiento compara-
tivo, es preciso dividirlo en un punto intermedio.

b B b

200 Kkiidmetros, . 150 kliowetros,

Fig. 10.

Sea el conductor A C, que tiene 359 kilémetros de longitud
(Az. 10), y B la estacién 6 punto de division que dista 200 kilo-
metros de 4 y 150 de C.

Se mide el aislamiento total de A B C aislando el extremo C,
_Y nos dara un namero a de unidades.

Después se mide el trozo A B aislando el extremo en B, cuyo
resultado designaremos por b.

Obtendremos el valor de =, aislamiento del trozo B C, por la
férmula

alb

—_———

h—a ~

Suponzamos que la resistencia hallada para a, aislamiento
total del conductor A B C, sea de 6.000 unidades, y el aislamien-
to de:d, trozo A B, de 8.5%0 unidades.

“Aplicando la formula, el valor x del aislamiento del trozo B C
sera:
6.000 X 8.510

® = 3300 —6.010

== 20.400 ohmios,.

-El aislamiento kilométrico del trozo A B (R00 kildmetros), es
| 8,500 3 200 ==1,700.000 ohmios,
yelde BC (150 kilometros)
20,400 X 150 == 3.060.000 olimios:

de donde se deduce que el trozo B C tiene mejores condiciones de
aislamiento que el A B. ,
19. Distancia ¢ una derivacion.

La determinacion de la distancia & que se encuentra una de-
rivacion, 6 pérdida de corriente de un conductor, puede resolver-
se de varios modos, segln los medios con que se cuente para ve-
rificar los ensayos.

(4) Véase él numero anterior,
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PrIMER CAs0.—Se dispone e otro conductor auriliar para
haeer las pruebas. R

Las clavijas del conmutador general, como indica la fig. 11.

Un polo de la pila a Fy el otro & tierra.

El galvandémetro, en su posicion normal, entre £ y D.

El hilo M m & la borna C y el hilo auxiliar & la borna D, for-

mando el anillo, haciendo unir los extremos m n en la otra es-
tacion. ’ v :
El puente queda dispuesto en la forma siguiente: 4 By A D,
lados fijos; tercer ludo, B C y el trozo desconozido M d, y el cuar-
to lado se compone del hilo auxiliar N n, mas la parte del hilo
principal comprendida entre m y d. '

Se conoce S, suma de la resistencia normal de los hilos M m
Y N n, asi como también la longitud L del anillo.

N . - ’ n

il - m

! P A O= 1234
- o |

Dando los valores 7 y r' & los lados fljos del puente, incluidas
en I las resistencias necesarias para el equilibrio. ¥ conociendo
S, resistencia, de los dos hilos M m Y N n, entre los cuatro lados
del puente oxistira la proporcién

rer R MdAd S —Md
de la que

Mdm 1S— "R
. r ,,.. r

Si las resistencias de los lados fijos son iguales, ¢ » = ¢,
tendremos
Md= ——SL—:—E
Supongamos que la resistencia normal S de los dos hilos M m
¥ N n sea de 500 ohmios, y que ha sido preciso incluir en R 240
ohmios, ademas del valor S del anillo, para obtener el equili~
hrio

== 16 homios

5 — 9
M = 260 - 240

~

resistencia de la derivacién.

Si la longitud de los hilos que forman el anillo es, por ajeni-
plo, de 140 kilémetros, obtendremos la distancia 4 la derivacion
por medio de la proporeién,

560 : 140 :: 160 : x,




