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FUNCIONES EL{PTICAS
v

Otra forma que pueden adoptar las integrales elipticas.
Significacion geomé@rica, de cada una de ellas.

Hemos 1lagado & determinar los tres tipos de funciones elip -

ticas,

, “dx

A )= Vi(t—a)(1—ka®);
e
§ Ve
\(CL’ 7‘)’: V——l_————di—_—— dﬂ,’,
d e

(2, h) = (T+ma )V T =1 — K &)

en los cuales vimos que K debe estar comprendido entre o y 1.

Ademas, como en el tiempo de Legendre no se habian estu-
diado aun las cantidades imaginarias, es preciso que en las for-
mulas anteriores ¢ < 1; y solo 4 ese caso particular circunseri-
bia Legendre su estudio. '

Pero no es preciso hacer mas simplificaciones ni estudiar
mas propiedades para tener el valor de una funcién eliptica,
para valores dados de a y k; hasta, sencillamente, reducir las
fdrmulas anteriores 4 tablas, como se hace con las funciones lo-
garitmicas y trigonométricas.:

Nada mas sencillo; el valor de Ia funeién eliptica para un-va-
lor dado de @, se puede descomponer en una suma de términos,
correspondientes 4 valores de @, que crecen, segiin una pro-
gresién geomdtrica, cuya razon sea muy pequena. Asi para
x==0,04, el valor de la funcion seria, suponiendo los incremen-
tos izuales a 0,01:

0,01 0,01
V(1 —=0,00%) (1 —#%,01%) V(170,029 (1 — & %0,02°)
0,01 0,01

= T — —;
03%) V(1 —0,00%) (1 —k'0,00%)

*
¥

V(1 —10,03%) (1 —1%,03

So pueden presentar los tres tipos de funcion eliptica hajo
una nueva forma, introduciendo un argumento ¢ por la susti-
tucion

Quedan ‘entonces reducidas a

d e
f V 1 — k* sen® L.:/‘. “)
?
f V1—Itsen’y do ()
0

d o

(P v
j:) (1-Fmsen®*oly | — 17

*
% %

—
sen’ o

Se ve que la (2) expresa la longitud de un arco de elipse: en
efecto, si en la ecuacion de la elipse so hace
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La expresién dela longitud del arco de elipse, es

o —.«9‘/ a? — b A
1 =f \/_.———d, zt d!/:»,::aJ 1—-—?[;—— sento . 0
0 /0 '

y haciendo
a* — 0

[y

a?

= ?

fiueda 1

S G S R,
—Jfo Vi ——I.:~‘sen-cp.‘,/?, ;

como queriamos hacer ver. ‘ -

La (1) representa un arco de lemniscata. Esta curva goza de
la propledad, que el producto de sus distancias a dos puntos fijos
es consgtante; la ecuacién cartesiana es

(z* -1 —

20 (e = 47) =0,

haciendo
;% 2eAcosw
y=2e Bseng

en las cuales A y B son funciones de ¢ 4 doterminar, y sustitu-
yendo, resulta una ecuacion que debe ser anaidentidad; para
que eso se verifique, se tienen las dos ecuaciones de condicion

At |- Br=u¢
\A" — B*=cog® 9

que determinan A y B.
 Unasvez determinados esos pecrametros, sustituiremos los
valores de « 6 y en la expresion

LV
Vo

2 ]

2 [—- r/ l/

0

que da la longitud del arco de curva, y ohtendremos las (1° como
nos proponiamos demostrar.

Los cdilenlos, muy faciles de desarrollar, no son indispensu-
bles en nuestro estudin, y solo a titulo de curiosidad indicamos
estas propiedades y ln marcha genoral do los cileulos parn el que
quiera verificar todas las transformacionoes.

Por nltimo, la (3) puede representar tamhién un arco de cur-
va. Lo que haremos en esle caso es determinar la ecuiacion de la
curva, cuyo arco puede ser expresado por la (). sto procedi-
miento inverso de los empleados anteriormente, pueds aplicarso
lo mismo 4 la (3) que & la (1) 6 & la (2), y convieno partir do lns
formas primitivas quo obtuvimos, para ohtenor la ccnacion de 1
curva en coordenadas cartesianas. '

Aplicandolo & la (1), por ejemplo, partiriamos de la igualdad

v o ) II,J,'
Ve |y = / V=) (T
N, . '

Ido_ la cual s¢ dedneo

T o.r?

dat |-dy? (1 — ) (I

y bastaria resolvar asta ecuacion diferencial de segundo orden
para ohtener la ecuacion dola curva pedida.

\,’
Férmula fuudamental de la teoria de funciones elipticas.

Hemos visto ya que las funciones elipticas son unas nuevas
trascendontes que aparecen on ol cileulo al tratar de integrar
exprosiones do ciorta forma, y que ostas trascendentes no pue-

.den expresarse en funcion de otras trascendentes mas sencillas.
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Sin embargo, recordando lo que sucede con las logaritmicas,
trigonométricas y otras, se concibe la posibilidad de establecer
relaciones entre valores particulares de aquellas funciones. Asi,
las logaritmicas no pueden expresarse por otras funciones mas
sencillas; pero entre valores finitos de una logaritmica pueden
establecerse relaciones algebraicas, tales como la que relaciona
el logaritmo de un producto con los de sus dos factores. Lo mis-
mo sucede con las trigonométricas; y es de observar que esas
relaciones algebraicas que enlazan trozos finitos de aquellas
trascendentes, pueden obtenerse sin conocer las citadas tras-

centes. En el capitulo I de estas lecciones obteniamos para las '

logaritmicas la relaciéon de que antes hablabamos, y haciamos
el razonamiento suponiendo que nos eran desconocidos los lo_a-
ritmos. Vamos ahora 4 obtener una relacién analoga para las
lineas trigonométricas, y de ahi pasaremos 4 las elipticas y tra-
taremos de obtener la formula fundamental, cuya determinacién
es el objeto de este capitulo.

*
* %

Escribamos la ecuacion diferencial

dx _ dy — @
V1 — 2 Vi—- s
6 1o relacion equivalente
: d
— + g Tl/_— = §, (1)
\/ o Vi— g

Los dos términos del primer miembro no son sino dos valores
particulares de la funcién

5 d=
Z = —_—
f Vi— 3
0

Esta funcidn sahemos que es la conocida Z=a r e sen 3, y,
por lo tanto, que la ecuacién (1) expresa que la'suma de los dos
arcos, cuyos son x é y, es izual 4 una constante S; pero no nos
hace falta saber esto para llerrar 4 la ecuacién que queremos; es
decir, & una que enlace x con y, 6 sea & la integral de la ecua-
cién diferencial (2).

La integracion se efectua facilmente: pongamos la (2) bajo la

i'orma
deV1—g +dyV1l—uii=o0

. integrando por partes

dux dy _
eV1—ypt ¥/ 1% *‘J mJ(Vl——ac’ }‘\/'l—y’)—

]

eVi—g fyVi—a =cC (3)

que es la integral general.

Determinacion de la eonstante.—Hay que determinar la C de

modo que se cumpla la (1). Hagamos en la (3) y = o resultara
zo = C; sustituyendo este par de valores en la (1)
1
¢c_dx s
Vi—u

retencién que-nos determina la C.
Poniendo en la (3) en vez de x é y sus valores sen X, sen Y,
C sera sen S 6 sea sen (X + Y), y resultara:

sen X, cos Y -+ cos X, sen Y =sen (X | Y) 4)

que es la relacion fundamental de la tiigonometria.
Pues bien; lo que nos proponemos es hallar una relacién ge=
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mejante & la (4) que ligue varios valores particulares en una fun-
cion eliptica. La funcién eliptica-que consideraremos siempre en
estos razonamientos, sera de primera especie.

Para llegar 4 esa relacion existen varios procedimientos; se-
guiremos para su exposicion el orden cronoldgico, empezando
por presentar el de Legendre, que es el mas antiguo.

La ecuacién, aniloga 4 la (1), que sirve de punto de parti-

. daesla
dx A
VAz* + B LCx*+Dae+ E
dy

VAy' + By ~I-Cy’+D!/-FE=‘° ()

para integrarla se introduce una nueva variable ¢, mediante las
relaciones

dzx e
s_l—t =yAz* +Ba*+Cax*++Da+E
( -
vd
[4i =—VAF FBF T C/ FDyFE

que, evidentemente satisfacen, 4 la (5).
Diferenciemos estas tltimas relaciones, elevando al cuadra-
do, y resultard
d‘l .

—&-—- == polinomio en x

' a*y
d e

Efectuaremos ahora el cambio de variables expresado por la
siguiente sustitucion lineal,

== polinomio en y

x Fy=p
rT—Yy=q

y tendremos dos nuevas ecuaciones diferenciales de segundo or-
den en p y en q. Las enlazaremos, haciendo que el primer miem-
bro resulte una diferencial exacta, y el segundo resultara dife-
rencial exacta también, La integracion inmediata de esta ecua-
cidn, da la pedida.

No detallaremos este procedimiento, que s6lo merece citarse
por ser el primero que se empled. Mencionaremos, con detalle,
uno simplificado, que le ha sustituido, y es el

Meétodo de Darbouz.—Darboux parte de la ecuacion simplifi-
cada,

’

dx
V{1 —ax)(l — k.2

P d e dl/ N
f Vi Zay = o) / Va—=pma—i2g S (-

Hagamos

dy . .
+‘\/ =i =K g’)=o ©)

dex e,
TV (=) 1=k o)

“ A=V (= T—F

Y tendremos
2

Z-[f =) |21 m’)

d* y ‘ )ycTt;—
dp =—01 + iy -}—2/:’1/”

como se tiene también

Jfdx\? dy\® ’
Y Ti—t— - gt Zl_t =(.l?’—y') (Ic’:c‘y’——l),
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dividiendo
ez d g dax dy
e e P e 2ty ——— . —
Ve ™ e "'”("’ qt "”dt)
dx dy - L a? ) — 1

YT T

Integrando
L(l d .(l.’/)___legwg’g ¢
VoE T )T R ey
. ; ' dz dy
6 bien sustituyendo en vez de Tt dE sus valores y pasando

de los logaritmos & los numeros

g V{(1—ab) (1— k* «*) ‘-I- z V(1 —y®) (1= )

=C(8
kgt —1 (8)

que es la relacion buscada.
Determinacién de la C — si por analogia con Tas funciones
trigonométricas hacemos

se v V(1 —5ex) A—1RseX)+ seXV (1 —s07) (1—F5.e7)
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da

are.s., 2 v y=3g.eX
V(t—a) (I — ko)

J @
-
| 0

dy

e
Y —— —
’ c/ o Vl—y) (1 — 1y

y en la ecuacion (8) damos & y el valor o resultara

are.se.y »n y=seY

ye==o0 » zy=—2C,
y sustituyendo en la (7) este par de valores .

—C

d e
. — =S
o V=T —Fa)
6 bien
C=—s.c(S)=—s.e(X - Y}

La relacion (8) se puede, pues, poner bajo la forma

1—K's.e \*s.e Y?

que se convierte en la (4), relativa 4 las funciones trigonométri-
‘cas para K =1.

El problema que acabamos de resolver para las funciones
trigonométricas no es sino un caso particular del que puede
enunciarse, con toda generalidad del modo siguiente:

" Dada una funcion cualquiera, algebraica ¢ trascendente
y=f(z);si(y', ')y «'") son dos pares de valores particu-
lares de esa funcion, podremos establecer las dos i ;ualdades

si, ademas se tiene una relacion z (4, y'") = o, entre y' ¢ y", el
problema en toda su generalidad consiste: en la determinacion
de la relacion ¢ (z', z'") = o que debe existir enére 'y w''. Se ve
facilmente, que esta ultima relacion se deduce eliminando y' ¢
y" entre las lres primeras.

Todavia se puede presentar de otro modo el problema de que
nos ocupamos. Hemos visto que el valor de C dado por la ecua-
cion (8) es tal, que hace verificarse la igualdad

]
L dx Y

. 3 L T
OV(1—¢)(1-- ko «?)

dy
Y=y

e

dC
OV(1 — (1 — K CY

C, se considera comn variable enla integral del segundo miembro,
y hemos adoptado esta forma para conservar la uniformidad en
las tres into‘rales. Presentado el problema bajo esta forma, se
ve que cualquiera de los procedimientos que antes indicamos nos
resuelve el de sumar integrales, es decir: determinar el limite
superior que debe corresponder d la integral elipticn, para que
sea suma de otras dos, cuyos limites superiores son x ¢ jy. Pero
este problema se resuelve aitn por otros procedimientos, de los
cuales indicaremos dos métolos geomdtricos muy elezantes,
fundados, el primero, en la Tri_jonometria esférica; el segundo,
debido 4 Jacobi, es una sencilla construccion de Geometria
plana. '

E 3
* &

=s.e(\V-} 1),

Ll

Supon jamos un triangulo esférico en el cual dos de sus la-
dos 9 y ¢ puedan variar, conservandose constante el tercer lado
i+ y el angulo opuesto C, y verificandose ademas la relacidn

'
sl ke, ()

seu” |4

en la cual & << 1. En virtud de esta desizualdad dehe verificarse
sen C << sen |, lo cual indica que C < i+ si el angulo y el ludo son
agudos, y C > 1~ si son obtusos. Supongamos este ultimo caso
(fiz. 1.%). : '

C>90° ¢ y L menores que 90°. Si P Q es el arco de circulo
maximo cuyo polo es C se ve
que trazando los arcos A 7, B I’
normales & ¢ y -+, los puntos / ¢
I', deben caer entre Py Q por-
que P [ — 90 =Q /. Luego 4
¥y B3 son agudos.—-LEn el caso de
sor (' agudo, se demostraria que
si 4 es agudo, también, B dehe
ser obtuso y reciprocamente.

Supongamos que C'y |+ se con-
servan constantes, asi como la

Fig, 1.*

relacion (%), vamos 4 demostrar que ¢ y + (uedan, al variar, re-

lacionados por la igualdad

? + dy
- e —————
. { Vi —l%sen’ e 8,
e 0 ¢ [ *

en la cual S es una constante.

En ofecto, sea A' B' una posicion del lado w infinitamente
proximade A B y m y n las proyecciones de A' y I3' sobre ol
lado A Bj; dehera verificarse

d

(10)

VT —J%sen? w

Bne=—Am,

poniendo en vez do B n y A m sus valores y leniendo en cuenta,
que,

son? A
o ke
sen® -,
sen? B
o= {1
2
sen? ¢
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¥ pasando tbdo‘ al primer miembro queda
d e \/m Fdy Vm~ 0
ecuacién eqmvalente a la (10).
" Se ve en el triangulo esférico, que para
=0 » b=

luego
? d o Y et di
oV 1 —k* sen? o J oV 1—Ksen*l
du

g
j oV 1 — K? se'n'-“,/.

si damos al limite superir  de la integral del segundo miembro
un valor igual altercer lado del triangulo esférico, hemos resuel-
to, asi, graficamente el problema de sumar integrales; el valor
analitico de i vendra dado por la ecuacion

(11)

cOs = cOS ¢ cos b — sen g sen 4/ 1 — k* sen’ 1= (12).

" Resolvimos anie esta cuestion partiendo de otra forma de las
integra'es elipticas; facil es demostrar que la formula

g V(A=) A = ")+ 2y (L — 7)) (1 — k)

1 — /"2 J}‘l !/'1

e d _
j o vV (L—a) (1 — k&) =

4 que llegabamos en aquel caso y la (1
para [

En electo, para pasar de una & otra, hay que efectuar la trans-
formacion

=C (13)

2) dan el mismo valor

x=senc¢ » y=—sen-
con lo cual la (13) se convierte en
sen ¢, cos . A4 -|-sen . cos 4. A 5 .
bl £ =sen . (14),
1 — k* sen® :. sen* «

- adoptando la notacién de Tacobi de=y 1 —Isen® %; escri-

biendo las ecuaciones

MP=Vorp—7
MQ=VYOoqQg 7 »

01l

OQ

sustituyendo en la (16) y haciendo

10— 4R a L
Erap—r<b
condicién que se cumple haciendo r suficientemente pequeno,
queda la relacidn que queriamos obteuner (15).
Ahora bien, si hacemos v = 0, y designamos por z el valor
correspondiente de 4,

Sl S

pero se ve en la figura que x esta dado por ——

dz
Ay

2 R valor que se ob-

tiene trazando por A una tangente a la circunferencia interior.

JuaN GoNzALEZ PIEDRA.
(Se continuard.)
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COS § == COS . €08 4 -} sen . sen Ay
€OS 4 =2 COS % COS §--}- sen . sen + AL

que pueden sustituir & la (12), eliminando cos 1. entre ambas
ecuaciones se saca

cos® L — cos® ¢

sen |u =
l sen ¢. cos L. A J —sen . cose. A

(sen* v — sen? L) (sen ¢. cos-L A - sen -} z0s ¢, A o)
sen’ ¢ cos®-L. A* L —sen® . cos® ¢. A%

y como el denuminador es divisible por (sen? ¢ — sen® -), efec-
tuando la divisidn, resulta la (14); lo que prueba la identidad de
ambos procedimientos.

Método de Jacobi.—El otro procedimiento geométrico es de-
bido 4 Jacobi, y se funda, como hemos dicho, en una construscion
muy sencilla.

Sean (fig. 2.1 O, O' dos circunferencias, « la distancia de sus
centrss, y Ry r, sus radios.
Tracemos la tangente en in

dy punto M, 4 la circunferencia
/"9” interior y supongamos

AP

‘/ ‘rv
R et — D .y
8 w 7 r "7
49 o,
R
Vamos & demostrar que si
la recta P Q se mueve, con-

servandose siempre tangente
a la circunferencia O, los di-
versos valores de los arcos ¢ y ¥ satisfacen a la ecuacion

de L ol ¢
VI — ¥ sent ¢ /{ Vi—Fson' L

. 0

(15)

siendo’ K una constante que depende de los elementos de la
figura.

Sea P' @', una tangente infinitamente proxima a I’ Q, el punto
de interseccion es en el limite, el punto M, de tangencia de la
P Q, y los triangulos semejantes que se forman dan, llegado el
limite '

)
e Tl W)
d4 MQ’
pero

R pa+2aRcos? ¢e=(R+a) — 4R asen’y
R4+ a* 2 ¢ Reos2 ) =

(R+ay —4 R asen*
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Econom’as que pueden realizarse en la produccion y empleo del vapor ).

M. Walther-Meunier, en el boletin de la Société industriclle de
Mulhouse, recuerda 4 la Asociacién alsaciana de propietarios de ma-
quinas de vapor, las indicaciones que les hizo, hace unos diez afios,
para obtener economias en la produceion y en el empleo del vapor por
medio de una instalacién racional y de un funcionamiento regular do
los aparatos que sivven para la producclén, la canalizacion y el consu-
mo del vapor.

Como el precio de las hullas ha subido coumderublemente, debe 1la-
marse de nuevo la atencién de los industriales sobre los medios de ob-
tener economias en el consumo de combustible. Con este objeto, en su
nueva publicacion, el Sr. Walther-Meunier resume cuanto dijo diez
afios ha, y afiade las observaciones que ha hecho posteriormente.

(1) De Le praticten industriel,



