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obtenidos haciendo ensayos muy minuciosos pero con un solo
cemento. No puede, por consiguiente, admitirse sin ulteriores
trabajos, que sean ya conocidas las relaciones entre las resisten-
clas que se obtiénen con las arenas normales de distintos paises;
es mas, tengo motivos para creer que no hay constancia en di-
chas relaciones, ni aun empleando cementos de igual naturaleza.

De todos modos, son interesantes los datos que cita, y que en
Su mayor parte no copiaré, limitandome 4 comentar las conclu-
siones bastante vagas & que llega y a poner de mi. parte lo que
pueda para precisarlas un poco.

Respecto al origen y preparacién de las arenas ensayadas,
dice lo que en extracto traduzco 4 continuacion.

Nimero 1. Arena prusiana de Freienwalde.—Se saca de una
mina abierta en una capa terciaria de arena de cuarzo puro, que
ha sido excavada en la formacién carbonifera gris del valle de
Hammer por la razon social Hennebery y C.* Se lava, seca y se-
para la parte que pasa por el tamiz de 60 mallas y queda en el
de 120. El grueso del alambre es de 0,38 y 0,32 mm., respectiva-
mente, y la abertura resultante de 0,87 y 0,59 mm.

2. Arena del Rhin.—Preparada del mismo modo que la pru-
siana. (Esta arena es la que se emplea mas frecuentemente en la
Alemania meridional, y dudo bastante si, como, parece, no hay
un sitio determinado para sacarla, que sea de propiedades cons-
tantes.)

8. Arena normal austricea.—Se extrae de los cerros areno-
808 proximos 4 Lemberg, y se toma como normal la que queda
después de separar la que pasa por el tamiz de 144 mallas y la
que queda en el de 64. Los gruesos de los alambres son 0,30 y
0,40 mm. y la Juz de las mallas es de 0,53 y 0,85.

4. Arena normal suiza. - La prepara la casa Robert Vigier y
Compaiiia, de Luterbach (Solothown), por trituracion de rocas
cuarzosas, y se lava y tamiza con tamices de 64 y 144 mallas
con alambre de 0,4 y 0,3 mm. de diametro. Con los granos de
cuarzo van mezclados bastantes de caliza y otras materias. Pa-
rece ser que el profesor Tetmajer estudiaba, cuando remitid las
muestras, la adopeion de una arena normal importada. ,

5. Arena normal rusa.—Esta nos interesa tan poco, que no
he tenido en cuenta los resultados ohtenidos con ella por Herr
Gary; por eso-en los cuadros que apareceran en lo sucesivo, se
notara que del num. 4 saltaré al 7, pues siendo las arenas rusa
y noruega de una composicion granulométrica, totalmente dis-
tinta de la de las otras, no creo prudente hacerlas entrar en las
comparaciones. Sin embargo, extracto del trabajo de Gary la
descripeién de ambas.

Para acercarse 4 las circunstancias de la practica, se emplea
en Rusia una mezcla por partes iguales de la arena que queda
entre los tamices de 64 y 144 mallas, y la que queda entre éste
ultimo y el de 225.

- No dice la procedencia, pero por las fotografias & escala '/,
que aparecen al final de la monografia, parece que es una arena
natural angulosa,.

6. Arena normal norueya.—Procede del Dramen, tamizada
dos veces, una antes y otra después de lavarla (supongo que el
prmer tamizado sera para simplificar la operacién del lavado).

Se obtiene como la rusa, por mezcla a partes iguales, de las
qus quedan entre los tamices de 76, 124 y 255 mallas.

7y 8. Arenusnormales francesas.—La normal de Cherburgo,
procede de la trituracién de las cuarcitas de la cantera de Roule,
lavada y tamizada con los tamices de 64 y 144 mallas (alambre
de 0,4 y 0,3).

La de la Comisién francesa es la de las playas de Leucate;
procede de descomposicién de rocas de los Pirineos. Las corrien-
tes litorales la depositan perfectamente lavada en una extensa
playa, siendo notable la igualdad y la constancia de la composi-
cién de esta arena, que, sin embargo, no es de cuarzo puro. Los
vientos clasifican adem4s la arena por tamafios de granos, pu
diendo recogerse del que se quiera (dentro de ciertos limites
poco distantes) con sélo acercarse mas 6 menos 4 la orilla.

La mayor parte es cuarzo translicido, opalino 6 rojizo, con
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-una fuerte mezclu de feldespato y algunos granos oscuros de un

gris verdoso.

El conjunto es pardo rojizo. (Dxtrano mucho que no se cite la
mica negra, ahundante.) Contiene también granos calizos proce-
dentes, en parte, de las conchas de los moluscos marinos. (En el
Laboratorio central se ha conseguido preparar placas para el
microscopio con granos previamente clasificados por orden de
densidades, desgastados con asperones hasta hacerlos transpa-
rentes, y en algunos de los mas densos se ha podido reconocer
que existian los elementos esenciales de las rocas graniticas,
feldespato, cuarzo y mica dentro del mismo grano.)

Se toma como arena normal la que pasa por un tamiz de
chapa perforada, con orificios circulares de 1,5 mm. de diAmetro
y queda encima de otro de 1 mm.

No copio lo referente 4 arena mezclada; con mas detalles
puede verse en las publicaciones de la Comisién francesa.

9. Arena normal inglesa.—El profesor B. C. Unwin, & quien
se dirigio el Laboratorio de Berlin pidiéndole noticias acerca de
las arenas normales usadas en Inglaterra, contesto que alli no
las habia propiamente normales, por usarse poco las pruebas de
cementos amasados con arena. Sin embargo, hace afios hahia
elegido Mr. Grat una arena de una colina de Leighton Buzzard
para este objeto. Las normas inglesas prescriben que se ha de
preparar esta arena del mismo modo que la alemana, con tami-
ces de 60 y 140 mallas por cm.2

10. Arena normal americana.—Se obtiene de una roca cuar-
zosa muy dura del estado de Massachussets, por trituracion y ta-
mizado.

No dice, y es lastima, los procedimientos empleados para {ri-
turar las rocas compactas que suministran las arenas ar:ificia-
les, pero de la de Cherhurgo pueden verse todoslos detalles en
los trabajos de la Comisién francesa. Se emplean piedras ordi-
narias cuya distancia se va acercando y por las cuales y un ta-
miz giratorio pasan repetidas veces los detritus astillosos de las
canteras de Roule, reducidos cada vez 4 granos de menor tama-
fio, y procediendo asi se obtiene un minimo de harina y los
granos bastante redondeados.

La arena americana debe ser fabricada por compresion 6 ma-
chaqueo, y mas probablemente con maquina de mandibulas; por
lo menos, puede darse por seguro, juzgando por el aspecto {ran-
camente anguloso que muestra su fotografia, que no se fabrica
con muelas de molino.

ToriBio CACERES.
(Se continuard.) ‘

GEOMETRIAS IMAGINARIAS 0 NO EUCLIDIANAS

POR FEDERICO VILLARREAL

1. Postulado de Buclides.—Trescientos afios antes de la era
cristiana, en Alejandria y bajo el reinado de Ptolomeo l.ago, el
insigne matematico Euclides compuso sus célebres llementos e
Geometria, que hasta hoy sirven de texto con muy pequeiias
transformaciones.

Tanto el criterio de igualdad por medio de la superposicion,
como sus definiciones y postulados, se han discutido por los ged-
metras de todos los tieampos; pero principalmente en este siglo la
discusién del postulado V ha conducido 4 conclusiones inespera-
das. Como se sahe, ese postulado lo enuncié Euclides asi: Si una
recta corta d dos rectas, formando los dngulos interiores del
mismo lado, de manera que sumen menos que dos recios, eslas

reetas prolongadas al infinito, se cortardn del lado en que los dn-
gulos valen menos que dos rectos.

De la discusion ha resultado, que no es posible modificar lo
afirmado por Euclides y que tenia razon Newton de quejarse, por
haberse dedicado & otras obras de matematicas antes de haber
estudiado y meditado los Elementos de Euclides; asi como La-
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grange, que decia que la Geometria era una lengua muerta des-
de Euclides, que el que no estudiaba esos Elementos para saber
Geometria, se pareceria al que aprendia latin ¢ griego en las
obras modernas escritas en estos idiomas,

2. Demostraciones directas.—Se ha pretendido, sin conse-
guirlo, demostrar directamente el postulado de Euclides, ya to-
mando el caso particular en ¢ue uno de los Angulos interiores es
recto y el otro agudo y hajando de esta oblicua perpendiculares
4 la secante, ya como Legendre, reduciéndose 4 la consideracion
de los biangulos; otros como Bertrand, de Génova, fundandose
en la relacion de ciertas magnitudes infinitas, en que el angulo
es un infinito de segundo orden, y el biangulo, espacio encerra-
do por la secante y dos paralelas, es un infinito de primer orden;
y algunos, como Lamarle, han querido demostrar el postulado
de Euclides, considerando la rotacion de una recta alrededor de
un puito movil; pero todas estas demostraciones, ¢ son falsas, 6
implicitamente suponen un postulado, consecuencia inmedista
del que se desea demostrar.

3. Demostraciones indireetas.—Una segunda via, que lampo-
co ha dado buen resultado, consiste en demostrar una de las con-
secuencias del postulado, con la proposicion: que por un punto
86lo se puede trazar una paralela d otra recta dada, O bien el fa-
moso teorsma que [os tres dngulos de un tridngulo rectilineo va-
len juntos dos rectos. Legendre demostréd que la suma no pasa de
dos rectos, y que si existe un solo triangulo en que esw suma
valga dos rectos, lo mismo sucederia en todos los triangulos rec-
tilineos posibles; pero no pudo pasar mas alla.

El mismo gedmetra pretendid la demostracién directa, par-
tiendo de los tridngulos que tienen un lado y los dos an :ulos
adyacentes, respectivamente iguales, y creyendo que el tercer
angulo ern independiente de ese lado, 1o que motivo una viva
discusion; 1o mismo que la otra domostracion que dedujo, cons-~
truyendo una serie de triangulos, en que dos do los ingulos ten-
dian d cero.

Otros matemadticos, admitiendo que el area de un plano inde-

finido equivale al espacio encerrado por cuatro angulos rectos,
consideraron los angulos externos de un triangulo, haciendo girar
rada lado prolongado alrededor de su vartice hasta confundirse
con el lado inmediato; ¢ bien estudiaron el espacio encerrado
por los lados del triangulo prolongados indefini lumnente por amn-
bos extremos; pero tanto, estas demostraciones, como lads Cun-
ler y otras, carecen del rigor matematico, & hien suponen pos-
tulados menos claros que el de Fuclides.
4. Geometria de Lowalsehewski.—T.0s vodmetras del Norte de
Europa, 4 principios de este siglo, dieron un atarue tremendo
al postulado de Buclides, que si bien resistio impertérritnmente,
g6 conmovié hasta los cimientos el edificio geomotrico, i tal
punto, que los matematicos, emocionados, temieron por la esta-
bilidad de verdades seculares, cuya exactitud se cree storna.

En efecto, el matematico ruso Lowatschewski, de Kazan, se
dijo: si el postulado depende de los demas axiomas weomaétricos,
admitiendo éstos y negando aqudl, debe lle :arse & proposiciones
contradictorias. Comola consecuencin inmediata del referido pos-
tulado, es que por un punto solo se puede trazur wna puralele d
una recta duda, el geometra ruso admitio, que por un punto se
pueden trasar muehas paralelas o une reele dada. Lus conso-
cuencias eran contrarias a las de la Geometria de Euclides, asi:
los tres dngulas de un tridngulo valian menos de dos rectos; las
tres perpendiculares en el medio de los lados de wn tridngulo
pueden ser paralelas, y asi multitud de teoremas, que aunque
distintos de los actuales, sin embargo no lenian contradiceion
entre si.

Tanto el matematico hiingaro Juan Bolyai, como Gauss en su
correspondencia con Shumacher, admitieron las consecuencias
logicas del gedmetra ruso; se llamo & osta Geometria imaginria
¥ se promovio la cuestion de cuil era la verdadera, si lu del ma-
tematico alsjandrino ¢ la del ruso, y ademas, siendo las conse-
cuencias infinitas, jquién podia asegurar que no viniera la con-
tradiccion en la nueva Geometrin?
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5. Geometria de Riemann.~La cuestién no habia terminado
Y avanzd inmensamente, cuando Riemann, gedmetra alemin,
aceptando las ideas de Lowatschewski, tomé como postulado
que por un punto no se pude trazar ninguna paralela ¢ una recta
dada. Hé alli una tercera Geometria distinta de las anteriores,
cuyas consecuencias son también diferentes; asi: los fres dngu-
los de un tridngulo valen mds de dos rectos; existen puntos de
que pueden bajar muchas perpendiculares d une recta; hay casos
en que: por dos puntos pueden pasar muchas reetas; es decir:
que las rectas de esta Geometria siempre se cortan en dos puntos.

I'ste segundo ataque, dirigido contra el postulado de Eucli-
des, no sdlo fué ineficaz, sino que enderezando el edificio geomé-
trico, mostrd que sus hases tienen la suflciente estabilidad, y en
lugar de seguir el consejo que da [Félix Dauge en su Metodologia
matematica, de evitar hablar a los principiantes en términos que
les haga creer que la Geometria no reposa sobre hases inataca -
bles, es mejor la opinién de H. Poincaré, que es necesario de-
mostrar que la (reometria euciidiana no tiene nada que temer,
nide las experiencias nuevas, ni de las hipdtesis del porvenir.

6. CGeomelrin esférica. —~Los trabajos de Riemann, & mediados
de esle siglo, han inspirado la mayor parte de las investizacio-
nes recientes, entre las cuales pueden citarse las de Beltrami y
de von Helmholtz, asi como la tarea que otros se han impuesto,
do dar 4 conocer estos resultados, como J. Houel, que ha tradu-
cido del aleman el Estudio sobre la teoria de lus paralelas por
Lowatschewski, y del italiano el Knsayo de la interpretacion e
la Gieometrie no ewclidiana, por E. Beltrami.

Los primeros indicios de explicacion log proporciond, como
hemos dicho, la Geometria de Riemann, porque sus teoremas
referidos & las rectas, son los mismos que se conocian para los
circulos maximos de una esfera, pues no es posible por un punto
de la esfera trazar un circulo miximo paralelo & otro, siempre
se cortan on dos puntos dianmetralmente opuestos, y del polo de
un eirculo maximo se le pueden bajar infinidad de circulos maxi-
mos perpendiculares; finalmente, hace si¢los que se sabe, que en
un triiingulo esférico los tros angulos valen mas de dos rectos;
siendo el exceso esférico, igual al area del triangulo dividida por
ol cuadrardo del radio de ln esfera.

Las necesidades de la astronomia, geodesin y navegacion ha-
bia oblicudo, desde la mas remota antigiiedad, a estudiar los
triinculos esféricos, poro dstos no son las inicas figuras que se
pueden considerar sobre ln esfora; solumente 4 fines del siglo
pasado, los gedmotras del Norte de Europa se ocuparon de resol-
ver sohre la superficie de la esfera, cuestiones andlogas & las
(ue sa proponen sohro el plano.

Lexell, en lus anctas de San Petershurgo, tratd de las propie-
dades do los ecirculos descriptos sobre la osfera, andlogas a las
que tienen los circulos construidos sobre ol plano, indicando el
elegunte teorema, sobre la curva, lugar geombtrico, de los vér-
tices de los trianzulos esféricos, que tienen lamisma area 6 izual
base. I'uss, en dos memorias, resolvid algunos problemas de la
Goeometria de lu esfera y estudio lu elipse esfirica, lugar geomé-
trico del vértice de los trian.:ulos que tienen la misma base,
siondo eonstante la suma do los otros dos ladas; domostrando que
es la linoa de curvatura de los conos de segundo grado; cuando
esa siima vale una semicivennferencia, la curvaes un circulo ma-
ximo. Estos estuwdins se continuaron por Schubert,

La Greometria eslorica quedsd estacionaria hasta mediados de
esto sizlo, on que Sorlin, moediante la teoria do las fiyuras suple-
menterias, dedujo el teorema, que por esa dualidad, corrasponde
al de Lexell; del mismo modo Ma :mus, de Berlin, demostré que
en la elipse estérica, los dos arcos del circulo maximo, trazados
de los focos & un punto de la curva, forma angulos iguales con
el arco maximo tangente de ese punto.

Desde 1810, aleunos ceometras habian resuelto diferentes
cuostiones on la Geometria de la eslera y habian huscado sus
andlozas en el plano; asi, Lhuilier, de (idnova, ha encontrado en
los tridAngulas esféricos rectangulos, el taorema do Pitdgoras so-
bre el cuadrado de la hipotenusa, y ha determinado el centro de
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las medias dlstanclas de un triangulo esférico. Geroonne ha dado
el teorema, que cuando la suma de dos lados opuestos es igual
d la suma de los otros dos lados, el euadrildtero es circunscripti-
ble al eirculo, propiedad que, como se sabe, corresponde tam-
bién al cuadrilatero rectilineo. Gueneau d'Aumont, encontrd que
la suma de dos dngulos opuestos del cuadrildtero, es igual d la
suma de 108 otros dos dngulos, cuando el cuadrildtero esférico

esta mscrzpto en el elrculo; teorema, no solamente analogo al del

cuadrildtero rectilineo, sino que es una consecuencia de la teo-
ria de las figuras suplementarias. Steiner, usando la misma teo-
ria, ha demostrado que la envoloente de las bases de los tricngu-
los que tienen la misma superfieie y un dngulo igual, cs una elip-
se esférica, y ha reconocido en esta elipse dos arcos de circulo
méximo, que tienen la misma correspondencia que las asintotas
en la hipérbola plana.

El gedmetra aleman $teiner, en su memoria sobre la Trans-
Jormacion y division de las figuras esféricas por medio de cons-
truceiones graficas, y Gudermann, en su Geometria esférica ana-
“litica, por medio de transformaciones algébricas, han tratado de
pasar, por via de analogia, de las propiedades de las figuras pla-
nas 4 las trazadas sobre la superficie de una eslera, y como ha-
ciendo el radio infinito se convierte la esfera en un plano, resul-
ta que la Geometria plana es un caso particular de la Geomelria
esférica; todos los teoremas de ésta, tienen sus correspondientes
en &qnél]a haciendo el radio infinito.

Como no.es posible representar materialmente ideas ahstrac-

tas, se forman schemas sobre las que versa el razonamiento; asi,
irazamos en una pizarra dos rectas paralelas; pero realmente no
son las rectas geométricas que sélo tienen longitud, ni tal vez
son verdaderas paralelas; pero las consideramos como tales, y si
esto sucede en la Geometria plana, con mas razén son puras in-~
dicaciones las figuras esféricas que por medio de curvas arbitra-
rias trazamos sobre un plano y sobre las que razonamos al tra-
tar de la Geometria esférica.

De alli resulta la interpretacion de la Geometria de Riemann,
que trazando rectas sobre un plano, sus razonamientos versahan
realmente sobre la Geometria esférica, representando dichas rec-
tas circulos maximos y, por lo tanto, no estaba en contradiceion
con la Geometria de Euclides, en que las rectas representan li-
neas distinias de los circulos maximos, 6 si se quiere, estos mis-
mos circulos en el caso particular de que su radio es infinito. °

7. Geometria seudo-esférica.—TFaltaba interpretar la Geome-
tria de Lowatschewski, de lo que se encargd Bellrami; partien-
do de la superposicion, como criterio de igualdad, resulta: que
si la superficie en que esta trazada la figura, es caxfensible, se
cambiard la magnitud; si es flexible, se alterara en cierto modo
la forma, conservando el area y las longitudes; luego admitien-
do que las figuras estén construidas sobre superficies jlexibles é
inextensibles, se puede aplicar la superposicién, como lo hizo
Euclides, sin que sea necesaria la rigidez, de donde se deduce
que la Geometria plana nunca cambia, hasta cierto punto, consi-
derando el trazado sobre superficies desarrollables, como las ci-
lindricas y conicas; ademas, la flexibilidad no varia en nada la
forma, en aquellas superficies uniformes en todas sus partes y
que los matematicos llaman de curvatura uniforme. Como se
sahe, Gauss demostro el famoso teorema sobre las superficies
flexibles en que es constante el prodieto de los radios de curoa-
tura de las secciones principales.

Dos figuras iguales, trazadas, cada una, sobre des superficies
flexibles correspondientes, se pueden superponer; por ejempio:
un triangulo construido sobre un plano y sobre un cilindro; pero
una de ellas tiene que deformarse, solamente se conserva inalte-
rable del todo, cuando las superficies flexibles tienen iguales los
radios de curvatura de las secciones principales; esta superficie
es Ja esfera, y entonces el producto citado es R*.

Cuando R es infinito, se tiene el plano, y las figuras trazadas
sobre él constituyen la Geometria de Euclides. Cuando R es real
y finita, resulta la esfera, y las figuras construidas sobre ella
forman la Geometria de Riemann. Finalmente, si R es imagina-
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ria y por lo mismo su cuadrado negativo, aparece la superficie
llamada seudo-csfera, y-las figuras, formadas sobre ésta, dan
lugar 4 la Geometria de Lowatsehewski, como lo demostr6 Beltra-
mi, que en estas superficies los angulos de un triangulo valen
menos que dos rectos, y el dafecto esférico es igual al area del
triangulo dividida por el cuadrado del radio, y que trazando una
linea geodésica, existe siempre por un punto cualquiera de la su-
perficie una asintota que separa las lineas secantés de aquellas
que no cortan & la referida linea geodésica; todas pasan por eses
punto, y el gedmetra ruso las considerd como paralelas, supues-
to que prolongadas al infinito no cortan 4 la geodésica; estas cur-
vas del espacio las representd eomo rectas sobre el plann, de ma-
nera que sus razonamientos realmente se referian a las seundo-
circunferencias, que son hipérholas equilateras, trazadas en un
plano perpendicular al plano de una circunferencia; en este pla-
no trazaba Lowatschewski sus rectas reprosentativas de esas
hipérholas equilateras normales.

8. Otra:geometrias imaginarias.—Daspués de los importan-
tes trabmo: que acabamos de citar, se han explorado dos vias:
la primera se encamina & los principios fundamentales de la
Geometria y por lo tanto se dirige 4 la Filosofia de las eicneias;
la segunda lleva por objeto generalizar las interpretaciones que
se han dado 4 las Gaometrias no euelidianas y por lo mismo su
direccién es puramente matematica.

Asi al ;unos gedmetras, considerando que la rotacidn en su
plano, de la mitad de un arco de circulo, alrededor del punto
medio, no coincide con la otra mitad, por encontrarse entre si
las concavidades 6 convexidades y como para demostrar que so
puele siempre levantar en un punto una perpendicnlar i una
racta se considera una recta mdvil alrededor del punto, primiti-
vamente confundida con la recta fija y despnés gira hasta coin-
cidir con la prolongacidn; admitiendo como posible la rotacién y
rechazando que se pueda continuar hasta que las dos rectas se
confundan en la prolongacion, han constituido una cuarta Gen-
metria, tan coherente como las tres anleriores; pero sus teore-
mas son micho mds extrafios que los de Lowatschewski y de
Riemann; tal como una recta real puede ser perpondicnlar d si
misma; las oblicuas que equidistan del pic de la perp2ndicular
son desiguales. Lo que ha motivado una discusion reciente en
1889 por los Sres. Renouvier, Lechalas y Cualirion bajo el noni-
bre de postnlado de perpendicularidad.

El mismo Riemann ha constituido una infinidad de geomo
trins diferentes, seglin la manera como se defina la Jonzitud de
una curva. Como el niimero de axiomas implicitos en Ins demos-
traciones clisicas es mayor que el necesario, seria huenoredu-
cirlos al' minimo; pero entonces se presenta la cuestién: prime-
ramentas, si es posible esa disminucion, y en setundo lugar, si
el nimero de axiomas necesarios y el de geometrias imagina-
bles no es infinito; pero Sophus Lu, ha demostrado el si:uiente
‘teorema, admitiendo: 1.° El espacio de n dimensiones. 2. Il mo-
vimiento de una figura invariable es posible. 3.° Se necesitan p
condiciones para determinar la posicién de estn fizura en el es-
pacio; entonces: ¢l nimero de geometrias compatibles con estds
premisas serd limitado y siendo n dado se puede asitar & p un
limite superior, y por consisuiente es finito el nimero de geome-
trias de tres dimansiones; muchas de las ¢eomatrias da Riemann
son piuramente analiticas, y no se prestan 4 demostraciones ana-
logas a las de Euclides.

H. Poincarg, discutiendo la naturaleza de los axiomas geomé-
tricos, llega a la conclusién que no son juicios sintéticos, ni he-
chos experimentales, porque seria imposible negarlos, y no cabe
la experiencia sobre rectas y circunferencias ideales. Segiin ése
gedmetra son convenciones, y la eleccion en todas las posibles es
guiada por los hechos experimentales; pero permanece libre so-
lamente limitindola 4 la necesidad de evitar contradiceién, es
decir, que los aziomas de geometria son definiciones disfrasadas.

9. Geometria de las superficies.—La segunda via, como he-
mos dicho, se refiere 4 la Geometria de las superficies; como se
sabe, en cada punto de una superficie se puede trazar, general-
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mente, un plano tangente y una normal; trazando planos que pa-
sen por ésta, resultan diferentes secciones normales; se llaman
principales las que tienen mayor 6 menor radio de curv.tura, y
segin el teorema de Euler se expresa el radio de curvatura de
nna seccién normal en funcién de los radios principales, llaman-
dose el punto un ombligo, cuando todas las secciones normales
tienen igual curvatura; en cuanto & las secciones oblicuas, me-
diante el teorema de Meunier, se determina su radio de curva-
tura, porque es la proyeccién del radio de la seccidon normal cue
pasa por la misma tangente.

Tomando dos puntos sobre la superficie, se concibe que entre
ellos se puede trazar una linea que sea la més corta, la que se
llama lineq geodésien, cuyo plano osculador pasa por la normal.
Cada superficie tiene una Geometria.propia, las lineas geodési-
cas corresponden & las rectas del plano y & las circunferencing
miximas en la esfera. Existen propiedades comunes para todas
estas geomelrias; asi, el Jugar geoméirico de todos los puntos
que equidistan de uno de la super.icie, s normal & las geoddsi-
cas que forman los radios, y si se traza la curva que corres-
ponde i la elipse ¢ hipérbola, la linea geodésica tangente es
la bisectriz del anzulo de las geodésicas, que forman los radios
vectores.

Ya hemds dicho que la geometria de la esfera y de la seudo-
esfera han sido estudiadas detenidamente, lo mismo la Geome-
tria del hiperboloide de una hoja ha sido considerada desde 1847
por Plucker, y por Chasles en 1861, Bn lus superficies de se ;un-
do grado, el producto de la perpendicular haja-la del centro sobro
ol plano tangente, multiplicada por el diametro de la seccidon con-
tral, paralelo & la tangente de la geouesica, es constante; este
producto-es el mismo para todas las lineas zeodésicas que pasan
por un ombligo; las geodésicas que unen un punto cualquiera 4
dos ombligos hacen an julos igunles con las lineas do curvatura
que pasan por este punto, y el referido producto tiene el mismo
valor para todas las geoddsicas tan:entes i la misma linea de
curvatura, y asi multitud de propiedades, que representandolus
sobre el plano, conducen & teoremas que no coincidirian con los
de la Geometria de Fuclides; aunquo otros estarian en conformi-
dad, porque las lineas de curvatura, las lineas geoddsicas, las
lineas de nivel y las lineas de maxima pendiente gozan de mn-
chas propiedades comunes con las reclas, qjue las representan
en el plano. ’

10, (reomelria mis eomodie.~—De lo anterior se deduce, en
conclusion, que ninzuna Geometria puede ser mas vordadora, quo
otra, unicamente pueden ser mis comolus, y hajo este punto de
vista la, Geometria de Euelides es y sera la qus ofrezca mnas co-
modidades, ya porque es mas simple, ya porque se coordina
bastante bien con las propiedados de los solidos naturales.
 Se ha querido apelar & la Astronomin para decidir entre lus
tres geometrias principales; porque sila do Lowatschewski as
verdadera, la paralaje de una estrella lejana seria (inita, en la
‘de Riemann seria nezativa, y en la de Euclides tonderia & cero;
pero aun admitiendo que la Astronomia indicase algo sohre esto,
todavia quedaba la naturaleza do la trayectoria luminosa, y se-
ria mas ventajoso admitir que ésta no era rigurosamente linea
recta, que cambiar la (rcometrin de Kuelides; por congigniente,
ésta no tiene nada que temer de wlteriores ceperioneins.
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ESTABILIDAD

de las construcciones de hormigdn de cemento armado ™",

(CONTINUACION,

Dividiendo el segundo miembro por el coeficiente de seguri-
dad 2, 5, tendremos:
M= 112,000 h 1? (77
6 bien
b Wt =0,000.008.0:3 M/ (7%)

—

(1) Véase el numero anterior.
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M. Consider indica, que el coeficiente ¢ es igual & 0,280
cuando el tanto por ciento de metal llega 4 0,0217. Por consi-
guients, la seccién de la armadura » debe ser determinada en
caso de que se apliquen las ecuaciones (77) y (78) por la (or-

mula:

we=0,0217 b h (79
La formula (78) da:
M
b == 0,000.008.93 — .
h (80)
6 introduciendo este valor en la relacion (79)
w0 = 0,000.000.194 7
h (81).

Si se comparan las relacioness (80) y (81) con las ecuaciones
deducidas de las formulas de M. Dlanat (72) y (72 bis), se ve que
las reslas de M Considert exien mas metal y menos hormigén
cuando las vigas deben tener la misma altura y resistir al mis-
mo momonto flactor.

Sise hace la comparacion con las relaciones (73) y (74), de--
ducidas de nuestras formulas practicas del parrafo 10, se obser-
va que lus reslas de M. Considerd exizen menos hormigén y me-
nos metal que el caleulo que proponemos. Las dilerencias (que
son proximamente de 30 por 100), provienen principalmente de
que hemos adoptado un coeficionts de sesuridad notablemente
superior a 2,50 admitido por M. Consider® como suficiente.

Aumentando este coeficionte hasta 3,30, la formula (77) dedu-
cida de las establecidas por oste sabio Ingeniero, da

280.000
\l:——-——— /) /l2=\f’l.8’18/) /l'2 (\'2)
3,0 _
de donde se deduce:
3,00

Ot =

M= 0,000.011.79 M i
230.000 ' o M ()

y

Y o
bl == 0,000.011.79 - (34)

Introdueiondo este valor en o ecuacion (79), se obliene:

M
w==0,0217 H I = 0,000,000.256 /—

ND).
I (¥

Ohsérvese que las relact nos (82) y (83) son casi idénticas i
las (31) ¥ (35) del parrafo 10.

Lo mismo sucede con las ecuacionss (N1) y (35) comparadas
con nuestras formulas (73) y (71), dedieidus de Tas (35) y (315) del
parrafo 10.

Nuestra formula (74) exige alzo mas de hormicon que la (34),
deducida de las roglas de M. Considere; en cambio, ln (8) de
M. Consider® exige un poco mas de metal que nuestra formula
(71). Poro lus diferencias entro los resultados quo daria la aplica-
eion de estas diversas formulas earecen de importancia.

Obhsérvase tambicn que Ins [Orinulas del parralo 4, ohtenidas
asimilundo ln viga de hormizin armado & una boveda cuyo em-
puje ha sido anulado por un tirante, dan resultados casi idonti-
cos 4 los de las reglas establecilas por M. Consider.

Cierto es que, segnn el motodo de este Ingeniero, el coeficiento
de soguridad do nuestras vigas no pasaria de 3,31, en vez de 1,
que es la cifra que nos ha servido para determinar los factores
numoricos de las formulas del parrafo 10, Pero tambicn esta di-
ferencin es do poca importancia; no es imputahle ul método, sino
4 los valores numdéricos que hemos atribuido a la resistencia
muy variable del hormigon. Con el coeficiente 3,30, el hormigon
de las vizas calenladas sosn las roslas do M. Considerd, expe-

1.500.000

rimentara una presion de ————-—— == 455.000 kgs. por m.?

mientras que, con arreglo & nuestras formulas del parrafo [0,



