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7
metro de la luz, y (/) & la distancia focal es: b = —7/—1—, lue-

e

1
(1) Como (<) vale 1o Y (®) debe ser me-

=] : 27: U
nor de 5", en cuanto sc fijen la distancia focal (orden) de
un aparato, y el didmetro de su fuco luminoso, queda de-
terminado el ndmero de lentes y su velocidad de rotacion.

—Para terminar debemos considerar el caso en que el
tiempo de duracion del destello sea menor (ue (z). Enton-
ces solo se vera el destello hasta la distancia en que la
intensidad absoluta del haz luminoso se redugca al va-

-

lor T == -%, dada por la ley de Bloch para el tiempo de

aparicion correspondiente & (£), v alli solo se percibird la
minima intensidad ().

Pero como acercandose al [aro aumenta rapidamente
(I, & menores distancias sc llegard pronto 4 ver el deste-
1o con toda la intensidad correspondiente.

Podra convenir esta reduccion en el tiempo que dura
un destello cuando se trate de aparatos de muy poca di-
vergencia horizontal, 6 cuando sc (uicra dar gran intensi-
dad & los destellos & distancias menores del maximo al-
cance. ITabrd que reducir, en este Gltimo caso, el nimero
de lentes del aparato y aumentar su velocidad de rotacion,

Jost ALBRELDA.
(Se continuard.)

Errata en la pagina 360, linaas 28 y 29,

En el mimero anterior, Y eneste articulo sobve Alwmhrado mearitimo,
figura una errata o ly Phginn 360 al fratar do In pelaciin entre los celipses
aue separan grupos do destellos v los que separan destelHos del mismo arn-
po. Las fracciones son de 5 no (e 1"y porlo tanto, iay que corregir los
numeradores, bien poniendo § ‘ on voz de | 'y dmejor gnitando la indicacion
de segundo vy dejando las abstractas,
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ATENEO DE MADRID

CONFERENCIAS DEL SR. ECHEGARAY

Deducida la forma de vy — v, mediante las considera-
ciones expuestas y estudiadas las funciones de tres valo-
res, fijindosc principalmente en Ia cmpleada por Lagran-
ge y Ferrari para resolver Ins ecuaciones de cuarto arado,
Paso el Sr. Lehegaray & ocuparse en el estudio del domi-
nio de racionalidad,

Se entiende por dominio ¢ funcién de racionalidad con
relacion 4 cantidades cualesquicra R, R,, R, ..... el con-
junto de todas las funciones algebraicas y racionales con
coeficientes racionales. Las cantidades R pueden ser irra-
cionales; quien ha de ser racional ¢s la funcion en que
entran tales cantidades. '

Ese conjunto de funciones (ue constituyen el dominig
de racionalidad es infinito Yy podria decirse, por extension,
que forma un grupo dada Ia semejanza entre la, definicion
S
‘1) h==arco correspondiente al dngnlo de divergencia ©: con el radio unidad,
Cumo este angulo vale en la priictica 15 mismo que el {m,f.rulol bajo el cual se ve 1a luz

desde un punto de Ia lente, se tiene: % = fsen i; de donde: —’ﬁ_ =2sen -(f.; y
2 f 2

m

. ©
sustituyen lo el arco W} 4 1os dos svnos: =9 ser, L _.setiene h =
2 I3

de los grupos y la del dominio; claro es que el producto
de dos funciones cualesquiera de ese dominio es otra fun-
cion del mismo; pero no sucede esto solamente con la mul-
tiplicacion, pasa lo mismo con la suma. Por esto no dare-
mos el nombre de grupo 4 ese conjunto de funciones.

Ademas en el dominio de racionalidad estan conipren-
diclos todos los ntimeros; se comprende esto teniendo pre-
sentZ que no se altera un ntmero multiplicandole por la
potencia cero de R; asi el ntimero 5 entra como 5RC.

Esta idea del dominio de racionalidad tiene méas impor-
tancia que la que se le atribuye & primera vista, porque
hay expresiones que no pueden descomponerse en facto-
res mas sencillos si no se amplia 6 cambia el dominio de
racionalidad.

Si, por ejemplo, las cantidades con relacién 4 las cua-
les consideramos el dominio se reducen & una sola R y si
hacemos R==a, la expresion 1 — g descompuesta en

factores da w*—a = (v + 1/2) (x — /), los cuales no
son del dominio indicado; pero si le ampliamos y hacemos
R,=="a Y R, = — 14, los factores en que se descom-
pone n*—a pertenecen ya al nuevo dominio Ade raciona-
lidad. '

Por todo lo dicho se llega 4 la consecuencia, de que al
decir que una ccuacién es 6 no irreducible nos referimos
implicitamente & ue los factores en que se descompone
no perfenecen 6 pertenecen & un cierto dominio de racio-
nalidad.

Corresponde  al estudio de! dominio de racionalidad la,
resolucion de varios problemas que no son sino la amplia-
cion de otros problemas de Algebra elemental.

Representemos por R, Ry, R, las cantidades cuyo
dominio consideramos ysean A, A, A, ... A, lasca-
racteristicas de m funciones racionales de las R, Conside-
remos la ccuacion

ARy By )0 + A (R, Ry, o )om =1, A (R,, R,, -+:)=0.

ET primer problema que se presenta es hallar x en fun-
cion racivnal de R, R, ..., x=DB(R,, R,, ...), de tal modo
que la ecuacion anterior quede satisfecha.

Ll segundo problema. consiste en descomponer la ecua-
cion en factores que correspondan al dominio de raciona-
lidad considerado.,

Iistos problemas depanden de otros teoremas analogos
4 los que se demuestran en Algebra al tratar de las canti-
dades primas. :

Para resolver el primer problema hay que empezar
por transformar la ecuacién en otra cuyo primer coefi-
ciente sea Ia unidad. Esta transformacién se hace lo mis-
mo que si la ecuacion fuese numérica, Y se obtiene una
ceuacion cuyas raices son las de la anterior multiplicadas
por A(R, R, ...). 4

Tomemos, pues, la ecuacisn

"+ Bon=1 + Bam=2 4 ... 4 By = 0,

teniendo presente que la hemos escrito asi por abreviar;
pero que en realidad los coeficientes B son las caracteris.
ticas de funciones racionales de R, R, ... ; asi, en vez
de B,, debe entenderse B,(Ri, R, .....); en vez de B,
B(R, R, .....), ete.

Para resolver esta ecuacion hay que determinar un po-
linomio entero en R, R,, ..... que la satisfaga. El método
que sc sigue para determinarle consiste en buscar un li-
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mite superior de los exponentes de R,, R,, ..... Habiendo
de ser x de la forma x=3AR.* R, R.7 ..... todo se re-
duce & determinar los limites superiores de «, 8, y, .....
Fijandonos particularmente en uno de los exponentes, en
el de R,, por ejemplo, ordenemos x con relacién & las po-
tencias decrecientes de esta letra’y tendremos

@ = AR,*+ BR"~ - ...,

Como este valor ha de satisfacer & la ecuacién propuesta
escribamos esta condicién y poniendo en vez de B, B, .....
sus valores desarrollados resultara

(AR’n -+ BR'n-i —+ __._')m
+(ARP+BRP~1+4...) (AR +BR 1 4 . )m~t ... =0

la mayor potencia de R, en el primer término es mn; en
el segund) es p ++ n(m—1); en el tercero q +n(m—z); .....
Entre estas funciones lineales de n hay que buscar el li-
mite superior, para lo cual se puede seguir dos métodos:
el de las asintotas y el grifico que vamos 4 explicar.

Z

' -2),
(v
%= q,_i,w :

fl
qf ,1,9"?)(.
¢

PR
R

Hagamos z==mn y construyamos la recta, representa-
tiva de esta ecuacion tomando dos ejes coordenados con
relacion & los cuales sean n las abscisas y z las ordenadas;
esta recta pasaré por el origen y tendra un coeficiente an-
gular igual & m.

Construyamos igualmente el lugar representado por la
ecuacion z==p + n(m — 1): pasara por un punto del gje de
las z, situado & la distancia p del origen, y formara con el
eje de las n un angulo menor que la anterior, puesto que
su coeficiente angular es m — 1.

Representando analogamente las deméas funciones li-
neales obtendremos una serie de rectas cuya inclinacién
es cada vez menor, las cuales nos permitiran hallar el ma-
yor valor de n. Lo que acabamos de decir respecto 4 R,
se repite para R,, R;, ..... y conocidos los mayores expo-
nentes de estas letras quedaré determinado el polinomio
mas general que satisface la ecuaciéon dada.

El otro problema es mas complicado: para resolverle,
ésto es, para descomponer un polinomio en otros dentro
del dominio de racionalidad, es preciso recordar varios
teoremas conocidos ya por el Algebra elemental y que se
aplican 4 los polinomios de que nosotros hablamos. Sin
entrar en la enumeracion de estos teoremas auxiliares va-
mos & exponer el ingenioso método ideado por Picard
para resolver la cuestion que nos ocupa.

Sea la ecnacién

Aam + Aagm—1 4 Agm—2 .. +An=0 .

en la cual los coeficientes pertenecen al dominio de racio-
nalidad y_cuyo tipo es A(R,, R,, .....).
Se trata de descomponer el polinomio en otros dos

Agam 4 Aagm=1 4 ... + Am
= (B + B2 "'+ ....) (Ce® + CaPt )

cuyos coeficientes B y C sean de la misma indole que los A.

Se parte de quc el polinomio propuesto tendra las rai-
ces z,, @, ..... Xm: 8iel polinomio se ha descompuesto
en varios factores, en el primero de éstos estaran « raices
de las m y sera igual &4 B (x—ux,) (x—ux,) ... (x—ux,), ylos
coeficientes de este factor

B, _ B, _
Bo "'pn B _pﬁ’ “““

seran las funciones simétricas elementales de z,, 2., ... 2, ,

cuyos coeficientes seran & su vez funciones racionales del
dominio R,, R,, ..... Pero no sabemos qué raices van 4 en-
trar en ese primer factor y por esto hay que buscar las com-
binaciones de esas m raices « 4 « y hallar las funciones si-
métricas dentro del dominio de racionalidad. Con este ob-
jeto formemos la funcién auxiliar y — p,t, — p.t, — .....
siendo ¢ indeterminaclas y siendo

o= —2"z; p, = Soz,; etc.
Si en vez de ser las raices del primer factor las que

. . % . .
constituyen la primera de las C~ combinaciones de m le-
m

tras tomadas « & « fueran las que constituyen otra combi-
nacion, los coeficientes p, p,, ..... cambiarian tomando
otros valoresp’, p'y, . . ...y formando la funciony — p,'t,
—pt,—....., enlaque las t son las mismas indetermi.
nadas que entran en la funcién anterior, y repitiendo lo
mismo para las otras combinaciones, llegaremos 4 formar
C “ funciones de la forma y —p,®'t—p, @t — ..... Multi-

m

plicando todas estas expresiones obtendremos = (i — p, ¢,
—pit, —.....) que es de grado C °. Este producto es una
m

funcién simétrica de las raices x,, x,, . ... . xn porque una
sustitucion cualquiera cambiaria unas p en otras, alteran-
do solamente el orden de los factores. Como ademas las
p se determinan en funcién de los coeficientes, resulta que
la ecuacign = = 0 es de la forma

Fy,toty.....R,Ry.....) =0

de la cual ya han desaparecido las x. El dominio de F es
byt oo o R, Ry, ... .. y podemus hallar los valores ra-
cionales de y (segln nos ensefia el problema primero) los
cuales han de ser precisamente de la forma

Db+ Pty Fpsbs o

El teorema siguiente es de gran importancia: una ecua-
cién irreductible F (x) = 0 quetiene una raiz comun con
otra f(x) =0 divide 4 dsta. Si no la dividiese tendria un
maximo comun divisor 0 (x) de primer grado, el cual divi-
diria & F (x) y éste nc seria irreductible. Luego si T (x) y
{ (x) tienen una raiz comun I (x) estd, toda ella contenida
en f(x).

Vamos & démostrar ahora el teorema de Abel enuncia-
do por primera vez en una Memoria sobre funciones elip-
ticas y demostrado por Galois

Sean x, x,, . ....x, las raices, no conocidas, de la
ecuacion f (x) = 0; formemos una funcién racional de estas
raices que tenga N = nl, valores, esto es, cuyo grupo sea
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el numero total de sustituciones. Ya hemos visto que la
funcion que satisface esta condicion, esela lineal de coefi-
cientes desiguales V=o,x, 4 o, X, + ..... + aa Xy . Apli-
cando & V todas las sustituciones resultan los valores

V.=V, V,V,,

La ecuacion que tiene por raices estos N valores de V,
es la siguiente:

(V—=V)(V—=V,).....(V—=Vy)=0
que desarrollada se convierte en la
VN — SV, VN1 4 SV V, V8—2—

los coeficicntes son funciones simétricas de x,, x,, ..... Xn
y pueden, por tanto, expresarse en funcion de los de [ (x)
= 0. .
La cecuacién anterior cs la resolvente de Galois, y juega
importantisimo papel en la teoria de las ecuaciones, no
porque pueda resolverse, que en general no se puede por-
que es de un grado enorme, sino porque con su ayuda se
determinan las leyes gencrales de este estudio.

El teorema de Abel, al que sirve de preparacion lo que
hemos dicho poco hd, establece que cualquier raiz, x, por
ejemplo, es una funcion racional de cualquiera de los valo-
res de V. Vamos & demostrar este teorema estableciendo
que x, es funcién racional V :x, =R,(V,).

Dejemos fija la raiz a, y hagamos con lus demas todas
las permutaciones posibles, que son (n—1)!=. Formemos

una ecuacion de grado p. cuyasraices sean V,, V,, ..... V..
Esta ccuacion (V—V)(V—V,) ..... (V —Vp) =0, va
no es simétrica con relacién a xy, x, ..... ; pero si dividimos

[ (x) por & — v, los coeficientes del cociente son funcionecs
de los coeficientes de [ (x) y ademas de x,: luego los coe-
ficientes de (V — V) (V—V,) .. .. (V— Vu) =0 se ex-
presaran en funciém I'de V y x,.

La ecuacion I' (V, a.) == 0 se calisface para V=V
luego F (V,, &) = C. Pero I'(V,, x,) puede considerarse
como el resultado de pasar wx, cn vez de .v en la ecuacion
I' (V,, &) == 0: verificandose esta ecuacion por el valor v,
y siendo éste también raiz de [(x) == 0, resultan tener estas
dos ecuaciones una raiz comun y solamente una como fa-
cilmente se demuestra; al hallar el m.c.d. de T (V,, x)y
[ (x) encontramos como ultimo divisor, una funcion de pri-
meyr grado en Xy cuyos coeficientes seran racionales res-
pecto de V, y de los coeficientes de [ (x) = 0. El m.c.d. se-
ra, pues, de la forma x — R, (V,) y como tienc por raiz »,
resulta x, — R, (V,) =06 x, =R, (Vi) segtin desecabamos
demuostrar.

La demostracion del tcorema de Abel es de gran im-
portancia, no por hacer comprender la verdad del teore-

ma, que de modo mas inmediato se puede demostrar, sino

porque permite hallar relaciones importantes entre los va-
rios faclores quc entran en la teoria que exponemos.

Que ese teorema puede demostrarse mucho mas facil-
mente que como lo demostré Galois, nos lo hizo ver el se-
for Echegaray, qui¢n dedujo el teorema considerandole
como corolario del de Lagrange. '

"Hemos dicho que dada la ecuacién [ (x) == 0, la resol-

“vente w (V) =0 era delaforma~(V—V,)=0en que V
es una funcién de x,, x,, .....xn y en la teoria de Galois
igual & a,x, +a,x, + ... + 20 Xn.

Tomemos ¢l factor ¢ (V) de ¥ (V) y escribamos que to-

das Jas raices de [ (x) = 0 son funciones racionales de Vi,
por ejemplo. .

=R, (V);x, =R, (V)); x; =. Ry (Vi); vovnon = Rll(vi)'
Si V, esraiz de ¢ (V) = 0 las expresiones:
x, =R (V,)ixg =R, (V)i oo x, =R, (V)

reproducen la forma de R, R.,
tome V, 1 otra cualquiera raiz.

En efecto, «, satisface & la ecuacion propuesta y por
tanto [ (x,) =0, 6 lo que esigual [ R, (V)] = 0; esta ex-
presion puede suponerse ser el resultado de sustituir V,
en vez de Ven [[R (V)] =0: de aqui se deduce que esta
ccuacion y la v (V) =0 tienen comiin la raiz V.y como
¢ (V) es irreductible, resulta que tienen comunes todas las
raices; luego [ (R, (V)] == 0; pero falta probar que no hay -
rafces iguales, y esto es claro, pues si fuese R, (V)=
Rs: (Vi) laecuacion R, (V)—R, (V) =0 tendriala raiz V,
comun con y (V), y si esto fuese asi tendrian comunes to-
das las raices, y entre ellas la Vi, resultando asi R, (V)=
R: (V) 6 x, =x,, lo cual no es cierto.

En la altima conferencia, hizo el Sr. Iichegaray algu-
nas indicacionzs sobre la definicion de las irracionasesy
sobre la ampliacién del dominio de racionalidad mediante
la introduccion de las ecuaciones adjuntas que tanto sim-
plifican ciertos problemas.

.. Y ésta es ignal ya se

M. Luia.

REVISTA EXTRANJERA

Comparacion de los morteros de cemento y de ca'.

El conocido especialista en cementos, M. Candlot, ha publi-
cado recientemente en la revista francesa Noweelles annales de la
cons{ruction un interesante estudio comparativo entre los morte-
ros de cemento y los de cal. In atencién & la importancia del
asunto, y dada la reconocida competencia del autor, nos propo-

nemos publicar la traduccién integra de ese trabajo en nime-
TOS Sucesivos.

«La superioridad de los morteros de cemento de Portland so- -
bre los de cal ha sido puesta en evidencia tantas veces, que pa-
rece superfluo afiadir nuevos argumentos en apoyo de una ver-
dad que no puede ser negada en serio. En el extranjero todas las
obras de alguna importancia se ejecutan con mortero de cemen-
to; el empleo de cales pareceria un retroceso hacia los procedi-
mientos ya anticuados de las épocas en que el constructor no po-
seia otra regla que Ja rutina. En Francia, donde el arte de las
construcciones ha alcanzado hace ya tiempo un nivel tan eleva-
do, parece que existe actualmente, respecto 4 ciertos puntos, un
verdadero estado de inferioridad; se puede atribuirlo en gran

_parte 4 la ignorancia.de las cualidades y propiedades de los ma-
teriales més usuales; los constructores se contentan con nociones

vagas y generalmente erréneas; para no citar mas que un ejem-

" plo, la npinién de que las mezclas de cal y de cemento son ma:
las & causa de la diferencia de fraguado de estos productos es






