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SECCION DOCTRINAL

ATENEO DE MADRID

CONFERENCIAS DEL SENOR ECHEGARAY

Encargado el ilustre Ingeniero de Caminos don
José Echegaray de explicar un curso, acerca de algin
punto de las matematicas, en la Escuela de Estudios
superiores creada por el Ateneo, ha elegido para
tema de sus lecciones el siguiente: Resolucion de las
ecunciones de grado superior y teoria de Galois. No
sabemos cudles son los motivos que han inducido al
Sr. Echegaray 4 elegir este tema con preferencia &
otros menos aridos que él; pero es casi seguro gue no
tuvieron pequefia parte en la eleccién dos importan-
tes consideraciones. La una es el deseo de que nues-
tra nacién, ya que por causas de todos conocidag no
puede contribuir con trabajos propios al adelanta-
miento de las ciencias, no quede en atraso lamenta-
ble respecto al conocimiento de lo que en otras partes
se trabaja. Por lo que se refiere 4 cuestiones de Ana-
lisis, los programas de nuestros centros docentes se
conservan en el mismo estado en que se hallaban
medio siglo hd; y si bien en las Escuelas de Ingenie-
Tos se exigen algunos conocimientos algo relaciona-
dos con los nuevos descubriinientos cientificos, esos
conocimientos son adquiridos por quien no ha de
cultivar la ciencia por la ciencia, sino la ciencia en
sus aplicaciones. El deseo del Sr. Echegaray de dar &
conocer los trabajos realizados en el extranjero, en
punto 4 la resolucién algebraica de las ecuaciones,
es digno de las mayores alabanzas y del profundo
reconocimiento de todos los que se interesan por el

progreso de las matematicas. La otra consideracién
4 que nos referfamos anteriormente, es de otra natu-
raleza: el Sr. Echegaray, en quien se juntan amiga-
blemente la ciencia y el arte, es partidario entusiasta
de todo lo dramatico, de todo lo emocional, y sila
vida de Abel, por lo que tuvo de dramética, le deter-
miné & darnosle 4 conocer con el justo sobrenombre
del Newton del Norte, jcémo no habia de elegir
para tema de sus conferencias el que tan intimamen-
te se relaciona con los trabajos de Galois, de aquel
adolescente que tuvo tan tragico fin, de aquel exal-
tado en materias politicas que 4 los veintitin afios de
edad habia echiado los cimientos de la nueva Alge-
bra, viendo con los ojos de la adivinacién—ya que
no es facil concebir que lo hiciera con los de la razén
serena—Ilo que no supieron ver los mas eminentes
matematicos, el mismo Abel entre ellos!

El Sr. Echegaray hubiera deseado poder entrar
inmediatamente en materia, hubiera querido que la
ciencia, alcanzada la suma perfeccién, pudiera ser
ensefiada y comprendida sin recurrir al estudio de los
detalles que, formando encadenamientos de verdades
particulares, sirven de pedestal para alcanzar las ver-
dades generales. Esos detalles son ciertamente bellos
adornos de estas verdades y hasta dan 4 la ciencia un
caricter de grandeza que se compadece muy bien
con ella; pero no es menos cierto que dificultan el es-
tudio & introducen complicacién donde debe reinar la
sencillez. Ese estado de suma perfeccidn 4 que se re-
feria el Sr. Echegaray no ha sido alcanzado todavia;
es posible que no se Je pueda alcanzar nunca; en efec-
to, si cada hombre tuviera en su cerebro un mimero
suficiente de verdades evidentes 6 axiomas para que
recurriendo sélo 4 ellos pudiera comprender todas las
verdades, se habria llegado & la deseada perfeccidn,
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pero es dificil saber si es posible 6 no poseer ese nu-
mero de axiomas ¢ si influye en la cuestién no sola-
mente nuestro entendimiento, sino también la misma
naturaleza de la ciencia. Nada sabemos respecto de
este punto; lo cierto es que hoy por hoy habremos de
limitarnos 4 exponer nuestros conocimientos conti-
nuando el encadenamiento de los que les sirven de

base. .

El objeto de las conferencias es la exposicion de

la teoria de Galois para la resolucién de las ecuacio-
nes de grado superior. Para comprender esta teoria
es preciso estudiar parte de la teoria de las sustitu-
ciones; y aqui vemos ¢cémo en este caso especial mar-
chan enlazadas las dos cuestiones que constituyen el
objeto de las matematicas. Una de ellas es la referen-
te & la cantidad, la resolucion de las ecuaciones; la
otra es la teoria de las sustituciones, auxiliar de la
anterior, que se refiere al orden.

El problema de la resolucién de las ecuaciones se
va complicando & medida que aumenta el grado de
la ecuacion; la compiicacién depende de que el valor
de la incognita en cada ecnacitn es de mayor grado
de transcendencia que el primer miembro de aquélla,
La formula que da los valores de z en la ecuacién de
segundo grado, es fraccionaria ¢ irracional, y el pri-
mer miembro de la ecuacién es entero; en la ecua-
cién de tercer grado, los valores de  son mas com-
plicados; lo son mas aun en la ecuacién de cuarto
grado, y al llegar & la de quinto nos encontramos con
que los valores de # no pueden ser expresados por los
simbolos ordinarios del Algebra; la resolucion de esa
ecuacién es imposible por medio de radicales, como
han demostrado Abel y Galois; no se la ha podido re-
solver hasta que se creé un nuevo simbolo, la fun-
cién eliptica. Si el grado de la ecuacién aumenta, la
dificultad no se puede dominar sino en €asos parti-
culares, cuando existan ciertas relaciones entre los
coeficientes.

Todos los autores que tratan este asunto de la re-
solucién algebraica de las ecuaciones, empiezan de-
mostrando el teorema fundamental que dice que, loda
ecuacion algebrdica, entera y racional, con coeficientes
reales ¢ imaginarios, lieng por lo menos wna raiz de

la forma a+ by — 1. Aunque el Sr. Echegaray su-
ponia que todos los que le escuchaban sabian demos-
trar este teorema, considerd conveniente dar una de-
mostracién de él, 4 su juicio la mas sencilla que se
conace.

Se supone que el teorema es cierto para toda ecua-
¢ién de grado m — 1y se demuestra que lo es tam-
bién para la de grado m. Con esto basta para demos-
trar el teorema, llamado de Cauchy, pues hay un
punto de partida, la ecuacion de primer grado, que
tiene siempre una raiz.

El polinomio de grado m puede escribirse bajo la
forma siguiente:

—2+.....+}];n—1)+ﬁm = 0,

Si se ignala 4 cero el polinomio comprendido por el
paréntesis se formara una ecnacién de grado # — 1

-1
. (wm + p‘{”m

que, segun la hipdtesis admitida, tendrd por lo me-
nos una raiz real ¢ imaginaria; ‘sabiendo que tiene
una raiz facil es demostrar que tiene m — 1,y que
su primer miembro es un producto de factores linea-
les correspondientes 4 las rafces; vepresentando éstas
por a, &, ¢, . .. I, la ecuacion anterior se escribira de
este modo:

2e—a)e—28)....0—10)+p,=0
Designemos por 7 Yy w, 7, ¥ 0, 7Y Wy oo
P Y O 7' y w' los mdédulosy argumentos de
las cantidades , 2 — @, ¢ -— &, ... —lyp .La
ecuacién tomara esta otra forma:

rr. T, ....9'm_1[cos(m—|—w,+m2+...+mm_1)
+-sen (0 A4 ©, Fw, 4+ oo+ NV ITT]
47 (cos ' + sen o /= 1) = 0

7y w' son constantes, todas las deméis cantidades
que entran en esta ecuacién son funciones de 7y w;
para demostrar 1o que nos proponemos basta probar
que 7y w pueden ser tales quela suma o + o, -+ ©,
I N A producto 77, #, ... 7, _,
sean respectivamente iguales & o' + =y 7. Para
probar esto hay que recurrir & ]a representacién geo-
métrica.

z A

L3

[ X

Tracemos los radios vectores OA, OB, OC, . ...
que representan las raicese 0, ¢, .... Los extremos
de estos vectores y el origen O nos representan las
raices de la ecuacién :

ol —a) (@—8&) ... — 1) =0. Trazando las
rectas que unen los puntos mencionados tendremos
el poligono OABC . ... .,0wSea X el punto que repre-
senta el factor z. Las rectas XO, XA, XB, ....re-
presentaran los factores #, £ — 4,  — by oo —1
y sus médulos y argumentos seran respectivamente
Py, YO, Ty YOy e Ty yo, S el
punto X cambia de posicién, las rectas X0, XA, XB,
... cambiaran de longitud y de inclinacién; las ex-
presiones

I SR O R SR O, --l--ts)m__1 y r¢ Ty .. ..7'm__1

cambiaran de valor, y si se demuestra que es posi-
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ble que el punto X tome una posicién tal que las ex-
presiones anteriores sean respectivamente iguales.a
w' 4+ =y 7',-quedard demostrado el teorema.

Para probar esto supongamos que en vez de que
dar fijo el poligono OABC . ., O y moverse el punto X
describiendo una trayectoria cualquiera, sucede lo
contrario; queda fijo el punto X y se mueve el poli-
£ono.

Demos 4 # un valor constante cualquiera; el pun-
to O describird una ecircunferencia cuyo centro seré
X; el punto A describira otra circunferencia cuyo
centro es el punto 2 y cuyo radio ¢A es igual & 7 las
circunferencias descritas por los otros vértices del
poligono mévil serin también de radio #. Bl angulo
w varia desde + oo hasta — oo} w, varia entre dos
limites finitos que son los 4ngulos correspondientes
4 las tangentes trazadas desde X & la circunferencia
de centro «; varian también entre limites finitos

W, Wy ..., wm___l,

luego la funcién

WA 0, =W, += ., ...—}-mm__]

para w = + o= toma el valor + co y para v = — oo
toma el -— oo; como esta funcién es conlinua y varia
entre + oo y-— oo, pasalié por todos los valores po-
sibles y habré un valor de w, para el cual la funcién
serd igual 4 w' + . Resulta, pues, que para cada
valor de # es posible hacer que se verifique la prime-
ra condicidn; s6lo nos falta demostrar que es posible
encontrar un valor de # para el cual la otra funcién
7T Ty ... 7, _, sea igual & una cantidad positiva
7'; esto es facil de probar. Como todos los médulos
son finitos cuando lo es #, resulta que el producto de
ellos se anula para # = 0; se hace ademas infinito
para 7 = oo, y-como también ésta es funcién cont-
nua, es posible hacerla igual & un mimero dado "y
esto cualquiera que sea w. .

La demostracién se funda, como vemos, en la
contmuldad de las dos funciones formadas por los

moédulos y los argumentos. Que la primera funcion
es continua es evidente; es un producto de un niime-
ro finito de factores. continuos. No deja de ser evi-
dente que la suma de los argumentos es también una
funcién continua; pero no lo es tanto como el pro-
ducto, por lo cual conviene demostrar esa conti-
nuidad.

Sea XO el radio cuyo argumento es wj; el argu-
mento de XA es w; dando & w un incremento Aw, el
incremento correspondiente de w, serd el dngulo Aw,
indicado en Jla- figura, que tiene por medida, en la
circunferencia de radio XA, el arco AA,; este arco,
en el tridngulo AA,A', tiene por valor

AA, = AN cos A =R Awcos A,

siendo R el radio «A; resulta, pues, que AA, esun
infinitamente pequeiio del mismo orden que Aw,
pues cos A estd siempre comprendido entre 1y
— 1; luego la suma de los argumentos es también
una suma de cantidades continugs en nimero finito;
‘es, por tanto, continna.

La demostracién del teorema de Cauchy se funda,
ademas, en que la suma de los argumentos se hace
ignal & + oo 6 & — oo para los mismos valores de w,
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pues esta variable puede variar entre estos limites,
mientras los demas sumandos se cOnservan finitos.
Sin embargo, hay un caso particular en que los de-
mas sumandos pueden ser también infinitos, y en-
tonces parcce que la demostracion anterior no puede
aplicarse.

Este caso se presenta cuando una de las circunfe-
rencias descritas por uno de los vértices del poligono
envuelve al punto fijo X; entonces no solamente w
varia entre -4 oo y — oo; varia también entre los
mismos limites el argumento o,. Pero es facil ver
que aun en este caso es cierto el razonamiento hecho
anteriormente y lo es hasta con mayor motivo. La
figura anterior representa el caso particular de que
Lablamos; el punto X resulta ser interior 4 la circun-
ferencia que describe el vértice A. Trazando la linea
de los centros vemos que, cuando el punto A estd 4
la derecha de esn linea, el Angnlo « ¢s MENOT quUe v,
y cuando A estd & la izquierda, w es mayor que o
resulta de aqui que w, puede escribirse bajo la forma
w, = w + o, siendo ¢ un angulo positivo 6 negativo,
pero finito; es nulo cuando el punto A esta sobre la
linea de los centros, y nunca llega & valer 90°. La
suma w + o, se convierte en 20 =+ ¢y la suma
total en

o @+ @y + o, + ...—|—(.Dn *1+ W, ~+- u)@—}—....

siendo # — 1 el nimero de circunferencias que com-
prenden el punto X; como

@y Dyy Pay + v 0 Py W ""@a v
con cantidades finitas en mimero finito, resulta que
la suma anterior, para w ignal 4 4- ooy & — 9, toma
estos mismos valores.

La demostracion es, pues, completamente general.

De este teorema se deducen dos consecuencias
muy importantes: la primera es que toda ecuacion de
arado m tiene m raices, y la segunda consiste en que
si una ecnacién de grgdo 7 se satisface por més de
a valores, es idéntica; es decir, todos sus coeficientes
son iguales 4 cero.

T Sr. Echegaray supone conocidos, no s6lo los
teoremas enunciados, sino todos los de la teoria ge-
neral de las ecuaciones. Supone que también se co-
noce la teoria de las funciones simétricas. Respecto
de esta clase de funciones recordd el teorema de
Newton, que dice: toda funcién simétrica algebraica,
entera y racional de las raices de una ecuacién,
puede expresarse en funcién racional de los coefi-
cientes. Dijo que el estudio de las funciones simé-
tricas fraccionarias se reduce al de las enteras, por-
que las funciones fraccionarias, después de reduci-
das & un denominador comin & toda la funcidn, se
descomponen en funciones simélricas enteras. Esta
observacion tiene més importancia que la que se le
atribuye & primera vista; parece una propiedad evi-
dente y no lo es.

. Después de indicar & grandes rasgos el método de
Newton, que se estudia en todos los tratados de Al-
gebra superior, expuso otro método mas general que
el anterior. Este método permite determinar cual-

guier funcién simétrica de las raices en funcidén de
los coeficientes sin tener que distingnir que la fun-
cién dada sea uniforme 6 poliforme como era preciso
hacer en el método de Newton. Basta decir que el
nuevo método, no indicado en todas las Algebras,
abarca el problema en toda su genéralidad, para sa-
ber quién es su autor: Cauchy. Este insigne matema-
tico, cuyas concepeiones siempre nuevas y asombro-
sas llegaron &4 poner temor en el dnimo del gran
Lagrange, es el antor del método 4 que nos hemos
referido y que estd fundado en el siguiente principio:
sea§ (@, b, ¢, ... /) una fancién simétriea de las raices
de la ecuacion

Lm m—1 m —2
z P + p.& e+ =0

si de la funcién simétrica se han eliminado, por cual-
quier procedimiento, todas las raices menos una, la /,
por ejemplo, ¢sta puede eliminarse inmediatamente;
en efecto, dividiendo la funcién S por el resultado de
poner / en vez de # en la ecuacion anterior y llaman-
'‘do Q) y R al cociente y al resto, se tiene:

S(a,hye, o )= (" +n "~ " o4 pm) Q+R=R,
puesto que el paréntesis es nulo. R es 4 lo mas de
grado m — 1 en /; sera de la forma’

R=S(a0c¢..10

_ Zm el

0

g T e,
de donde

gozm-—l_*_q‘zm-—2+“'

g g, =S ) =0

m —2 mn —

Repitiendo con las demas raices lo que se ha dicho
de / se llegara siempre 4 la ecuacién anterior, en
la cual s6lo variard , que serd sustituida por las de-
mas rafces; resulta de aqui que la ecuacién anterior,
de grado 7 — 1, se verifica .por = valores de la va-
riable; es, pues, idéntica. Igualando 4 cero el térmi-
no independiente, resulta: '

S(a,bye, ... 0 ==

quedando eliminada la raiz/, pnesto que ¢, no de-

ym —1?

‘

pende de ella. _

De este principio se deduce que si, por ejemplo,
tenemos una funcién simétrica de las dos raices a: y
5 de una ecuacién y podemos determinar una de
estas raices por medio de otra ecuacién, sustituyendo
en la funcién simétrica el valor de esta raiz, podre-
mos conocer la funcién eliminando por el método que
indica el principio anterior la rafz que queda en la
funci6n simétrica: De'aguése deduce que para hallar
una funcién simétrica de lasraices de la ecuacién de
grado mX =0, no hay méas que dividirXyloscocien-
tes sucesivos por # — @&, © — b,.. ... ; asi se obten-
dran los polinomios X, X,, X5 - .. X, cuyos

grados van disminuyendo de unidaden unidad hasta

llegar al polinomio ultimo, que es- de primer grado.
La funcign simétrica de las rafces de. la ecuacién
X =0, 8(a,4, ¢, ... ) estambién funcién simétrica

| dedycy...5de¢ ... bl ded, Z. Los coefi-
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cientes de X, X,, .... X, _, son funciones de los

coeficientes de la ecuacién dada y de algunas de las
raices @, b, ¢, . . . I Sustituyendo en la funcidn simé-
trica 8 (%, /) en vez de 7/ el valor deducido de la ecua-
cidn X, _ = 0, obtendremos una funcién en %, de

la cnal se elimina esta rafz dividiendo la funcién por
el resultado de poner % en vez de « en la ecuacién

X, _o = 0; sacando luego de esta ecuacién el valor

de £— lo que se hace facilmente, pues ya conocemos
[— se sustituyen los valores de 2 y / en la funcién
S (%, %, 1) y queda una funcién en Z, 4 la cual se apli-
ca otra vez el principio general, y asi se continia
hasta llegar 4 la funcién simétrica dada.

El Sr. Echegaray expuso, para terminar lo rela-
tivo 4 las funciones simétricas, un procedimiento
general para determinar una funcién simétrica cual-
quiera de las rafces de una ecuacién 7 (z) = 0. Hs-
cribiendo las m condiciones

S@)=0,7(8)=0,.... (z) =0,

y representando por z el valor de la funcién siméirica,

2=8(2, 2y ....%,)

se obtiene un sistema de m -+ 1 ecuaciones con las
m + 1 incégnitas 2, #,, @,, ... 2, . Eliminando las

m raices de la ecuacién dada se obtiene una funcién
entre z y los coeficientes de f (z) = 0; despejando 2
se obtiene el valor de la funcién simétrica. La ectia-
cién en z parece que ha de ser de un grado muy ele-
vado, puesto que el producto de los grados de las

ecuaciones sera un mimero muy grande; pero siendo.

z una funcidn simétrica, el grado de la eliminante es
muy reducido; en efecto, la teoria de las sustitucio-
nes nos indica que el grado de aquella ecnacién sera
igual al numero de valores que tome la funcién

" S(z,®,....2 )cuando en ella se hagan todas las
= m

sustituciones posibles, que son /. Pero la funcién 8
no cambia de valor'cuando se sustituyen unas letras
por otras; la ecuacidn en z serd, pues, de primer
grado.

No se crea que por ser tan pequefio el grado de la
eliminante se puede llegar 4 ella ficilmente. La eli-
minacién de las m raices es una operacién compli-
cadisima y generalmente imposible de realizar. El
método general que indicd el Sr. Echegaray es pura-
mente tedrico; tiene la ventaja de darnos idea clara
del problema, comprendiéndole en toda su generali-
dad. Los métodes especiales de Newton y de Cauchy
se reducen 4 ingeniosos artificios, para hacer posible
¥y hasta ficil la eliminacién que hemos indicado.

Aparte de la ventaja sefialada en este método*
general, nos revela hasta qué punto el poderoso en-
tendimiento del Sr. Echegaray penetra y profundi-
zn los asuntos que estudia. Este método general que,
como vemos, no puede ser més sencillo, debié ser
ideado, aJuxcxo del Sr. Echegaray, por cualquiera
que sup1ese la teoria de las ecuacionessNo lo ha
sido, sin embargo, hasta que ese cualguiera & que
¢l se referia fué el mismo Lchegaray.

Hemos expuesto con toda la brevedad posible to-
das aquellas cuestiones de Algebra que el Sr. Eche-
garay consideraba indispensables para poder com-
prender las teorias objeto del curso.

Debemos entrar ya en materia, estudiando de la
teoria de las sustituciones la parte estrictamente in-
dispensable para poder comprender la teoria de Ga-
lois.

Hemos llegado al punto en que terminan los co-
nocimientos de todas aquellas personas que sdlo se
se ocuparon en el estudio de la parte del Algebra que
se exige en nuestros programas oficiales. De aqui en
adelante serd nuevo para ellas todo lo que diga el
Sr. Echegaray. Con objeto de no hacer tan brusca la
transicion de las antiguas 4 las nuevas teorias, creyd
conveniente el ilustre profesor preparar el paso &
las nuevasidens y 4 los métodos nuevos, mostrando
que la teoria de las sustituciones no es puramente
abstracta, sino que tiene aplicaciones de tan grande
importancia, que de ella depende la resolucién de las
ccuaciones, que ella-es quien ha descubierto los ex-
tensos horizontes que ahora se ven en la teoria de las
ecuaciones, que es, en fin, la que permitié & Galois
adivinar aquellas cosas, nunca hasta entonces por
otro alguno pensadas, que le encaramaron & la altu-
ra de los grandes matematicos.

Para mostrar la importancia de aquella teoria,
indico el Sr. Echegaray los diversos procedimientos
que se conocen para resolver las ecuaciones de se-
gundo, tercero y cunarto grado, exponiendo, como
generalizacién de ellos, el método de Lagrange.

Las dos ecuaciones que ligan las rafces y los coe-
ficientes de la ecuacion de segundo grado, sirven para
determinar aquellas raices; pero al resolver el siste-
ma formado por esas ecuaciones se llega & otra ecua-
cidn de segundo grado; de suerte que no es posible
“conocer esas raices partiendo del sistema menciona-
do. Si la ecuacién de segundo grado que forma parte
de tal sistema, pudiera ser sustituida por otra de pri-
mero, quedaria salvada la dificultad.

Una de las ecuaciones que forman el sistema es
@, + 2, = — p; sea la otra z, -+ Az, = 2, siendo A
una constante indeterminada. Si conociésemos 2z se
determinaria inmediatamente 2, y ,, resolviendo el
sistema de ecuaciones lineales

2+ 2= — ])‘
z,+ Az, = ¢ }

Con las dos raices pueden hacerse dos sustitucio-
nes: la :

Cv‘ w!)
@, @y

que es la llamada, idéntica y la

Z,

")

que es la invertida. El mimero de valores de 2 es.
pues, dos, que son

—+ Az, =2z,
C g, + Az =2,

0‘-
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La ecuacién que nos permite hallar z serd
(z—2,) (2—2,) = (¢ — &, — An) (¢ — &, — Az)=0.
Ordenando resulta: ‘ :
2 —(A+ 1) (#, +,) 2+ (@, + Az,) (v, + Az,)=0.

Esta ecuacién es también de segundo grado, y
parece que llegamos & un resultado ilusorio; pero
podemos disponer de A de modo que la ecuacion se
simplifique y pueda resolverse facilmente; haciendo
que desaparezca el segundo término resulta A = — 1
y la ecuacién toma la forma

2t — (@, — 2,)* = 0.

El término conocido es una funcién simétrica de
z, y @,; puede, pues, expresarse en funciéonde p y ¢.
Uno de los métodos que puede seguirse para expre-
sar (z, — @,)* en funcién de los coeficientes es el si-
guiente:

(@, — z,)* = (2, + @) — dv,.2, = p* — 47.
La ecuacién en z, que se llama la resolvente, es,
pues,
2t = p* — 4.

Tl problema esté resuelto: no hay sino hallar , y
2, en el sistema de ecuaciones

‘/pi_l-'mﬂ':—;'—p _(
o, — @, == |/p" — i)

Se obtiene para z los valores

L= — ‘g— =+ \/52-;— —q
que ya conocemos. '

Lo que acabamos de hacer con la ecnacién de se-
gundo grado no tiene por objeto precisamente resol-
verla; esto ya sabiamos hacerlo. La enseflanza que
de aqui se saca es que el grado de la resolvente se
determina por medio de las sustituciones.

La ecuacién de tercer -grado se resuelve por un
procedimiento analogo al que hemos indicado para
la de segundo.

Sabemos que @, -+ &, + %, = — p; nos hacen falta

otras dos funciones lineales conocidas de las raices.
Haciendo z, + Az, + Bz, = 2, la teoria de las susti-
tuciones nos dice que z tendrd 3! = 6 valores que
podemos representar por 7, 2,; 2y - « « « %5 La resol-
vente seré de la forma,
(Zv—-—- %) (Z - Z,) (z - Zi) (Z_— 55) (Z— z,) (Z—Zs) =0.
Esta ecuacidén es de mayor grado que la propuests;
como en ella entran A y B, si pudiéramos disponer de
estas cantidades de modo que la ecuacién pudiera
resolverse, habriamos conseguido nuestro objeto.
Desarrollando los célculos se ve que si A y B son dos
de las raices de la ecuacién binomia »* — 1 =0, es
posible hacer

(2—2,) (¢ —2,) (2—2) = 7 =7
y (2—2) (z_zs)‘(z':"‘”s) = (7 _zs"),
quedando reducida la resolvente 4 la forma
(zs—z%) (zs__zs‘) =0,

‘

ecuacién de segundo grado en 2° que nos permite co-
nocer z. El problema queda resuelto resolviendo el
sistema de ecuaciones ' :
$0+$|+$3=——p‘

2, + Az, + Bz, = 2,

©, + Bz, + Az, =2,
Estas cantidades A y B son de la forma B=a, A=ul,
siendo « una de las raices de la ecuacion binomia
anterior que, elevadas 4 potencias, reproducen todas
las de la misma ecuacidn; propiedad conocida de las
raices llamadas primidivas de una ecuacién binomia.

En la ecuacion de cuarto grado conocemos tam-
bién la relacién z, + #, + #, + @, = — p. Hacien-
do #, + Az, + Bw, + Cz; =2, y determinando el
grado de la resolvente por medio de la teorin de las
sustituciones, llegaremos 4 escribir la ecuacién en 2,y
estudiando In composicién de los valores 2,, 2,, ... %5
llegaremos 4 disponer de A, By C, de modo que la
ecuacion en z pueda resolverse.
Pero se puede seguir otro método para resolver la

ecnacién de cuarto grado; haciendo

2y + By By — By =
se ve que la resolvente es de grado 12, que se reduce
4 sexto por ser los valores 2, 2,, . . . %,,, ignales dos
4 dos. En la ecnacion de sexto grado las rafces son
ademas iguales dos & dos y de signo contrario, pu-
diendo escribir la resolvente bajo la forma

VB (=) (=) =0

que es de tercer grado en z; se despeja z y se hallan
@,, ®,, T, y &, por medio de un sistema de ecuaciones
muy sencillo.

Otro método para resolver la ecnacién de cuarto
grado es debido 4 Lagrange, y consiste en hacer
@, @, + @, ¢, = z; en la teoria de las sustituciones lo
estudiaremos detenidamenter

Tl método de Lagrange para resolver la ecuacion
de grado 7 es una generalizacién de los que acaba-
mos de exponer. El autor de la Mecdnica celeste y del
Cilenlo de las probabilidades escribe

By + B, 4 Ly A e a G =1
siendo « una de las raices primitivas de la ecnacién

binomia y" — 1 = (; deduce que la résolvente es de
grado m/! y lega 4 reducirla & otra ecuacién de gra-
do (m — 1)1, y por Wltimo, 4 otra de grado (m — 2!
Para llegar 4 estas conclusione's escribe la resolvente
bajo la forma : '

o) (B—2) (2—2) o (-2, ) =0,

y siguiendo un método andlogo al expuesto para la
eguacién de tercer grado agrupa los factores de tal
suerte, que la ecuacién anterior, sin dejar de ser de
grado m/, puede reducirse & otras de grados mucho
menores. :

~ Este es el procedimiento. que se sigue actualmen-
te para simplificar la resolvente: agrupar convenien-
temente los, factores de la ecuacién escrita més
arriba, ' o
Comprendida la importancia que Ja teoria de las
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sustituciones tiene en el problema de la resolucién de
las ecuaciones, entraremos en su estudio.

Cuando en una funcién se pone en lugar de las
letras que la constituyen esas mismas letras, coloca-
das en otro orden, se dice que en ella se ha efectnado
una sustitucion. Si de la funcién fliz,, 2, z,, 2,) pa-

samos & la f(z;, @, #,, #,), la sustitucién efectuada |

habré consistido en sustituir @, por @, @, por ,, @
por z, y @, por #,. Para indicar cudles son las letras
que sustituyen & otras, se colocan unas debajo de
otras con la correspondencia debida y se cierra con
un paréntesis 6 dos verticales el grupo formado. La
sustitucién anterior se indicars asi:

lan T, T, X,
T,%, T, T,

Con tal que cada letra esté debajo de aquella &

que sustituye, el orden de la colocacién en sentido
horizontal importa poco; la sustitucion anterior po-
dria también indicarse de este modo:
By By Ty Ty
xA‘ ‘/0'.' ml mﬂ
pero es mas conveniente, en general, colocar las le-
tras de la primera fila segun el orden de los subindi-
ces; de este modo es mas facil buscar la letra que
sustituye 4 otra. '

Sea la funci6én

o2 + o0, — 2,

.

’

z, xs Zs

haciendo la sustitucién , que también pue-

2 W Ys

, puesto que cuando una letra

o z, @
de escribirse asi m‘ N

2 1
es comun & las dos filas no hay necesidad de escribir-

la, resulta
@, + 2.0, — 20,
Haciendo en esta nueva funcién la sustitucién

Iw, @, Ty
@5 7,

2, @, @,

se obtiene
22 + 2.0, — 20,

Se dice que en este caso se han acumulado dos
sustituciones.

En adelante nos ocuparemos solamente en el es-
tudio de este nuevo simbolo, sin tener en cuenta la
forma de la funcién en que se realiza la sustitucion.

El simpolo que hemos dicho que indicaba la sus-

titucién puede escribirse méas brevemente ast l%"
1

pudiendo llamar 4 estas permutaciones numerador y
denominador, habiendo autores que las separan por

medio de una horizontal. Puede escribirse méas bre«v

vemente aun representdndole por una sola letra S.
El’primer problema que se presenta en la teoria
de las sustituciones, es el siguiente: ;Cuéntas susti-
tuciones pueden hacerse con # letras? Ya hemos visto
que el orden de colocacién de las letras en el nume-
rador es indiferente; dejando, pues, aquél invariable;

el mimiero de sustituciones que pueden hacerse con %

.

objetos, es igual al de las permutaciones que pueden
formarse con las letras del denominador; es, pues, #/.

El Sr. Echegaray expuso en una de las primeras
conferencias algunas ideas acerca del célculo simbo-
lico. La teoria de las sustituciones es simbdlica, y &
ella puede aplicarse lo que el Sr. Echegaray ha dicho
en general, Refiriéndose el célculo simbdlico & com-
binaciones de objetos cualesquiera y no 4 representa-
ciones de la cantidad, pueden definirse las operacio-
nes ejecutadas con expresiones de aquella naturaleza
de un modo totalmente arbitrario, siempre que en las
definiciones no haya contradicciones imposibles de
armonizar. Nosotros vamos & definir lo que entende-
mos por multiplicacion simbdlice de sustituciones, y
es claro que para hacerlo no necesitamos inspirarnos
en analogias ni semejanzas de ninguna clase.

Multiplicar dos sustituciones es formar otra, tal,
que aplicada & una funcién cualquiera dé el mismo
resultado que darian las sustituciones que hacen de
factores si las hubiésemos acumulado empezando por
la que est4 4 la derecha. '

Fl producto ST indica que se ha hecho la sustitu-
cién T, y en la funcién que resulta se ha hecho
la 8. Sean

z, T, Ty T,
2,2, 2, 2,

L, T, Ty T,

S =
Py Ty B, Ty

s == .

Si en la funcién f(#,, 2,, #;, #,) se hace la susti-
tucién T, resulta f(#;, @,, 2, #.), y sl en ésta se hace
la 8, se obtiene f(z,, @, @5, #,); comparando la Wlti-
ma funcién con la primera, se ve que podia haberse
deducido de ella mediante la sustitucion

2, %, Ty T,
w‘l wﬁ a;:i wi

Pues bien; esta sustitucién es lo que se llama pro-
ducto de las anteriores, y se escribe asi: ST. Si que-
remos hacer el producto TS, habra que efectuar pri-
mero la sustitucién S, que dard por resultado

f(xsr Byy Ly ws)’ .
y luego la T, obteniendo la funcién f(,, Zs, %, 7).
El producto TS es, pues, igual & - -

Ty @5
1%y T,

‘w, Z, By %y
T, By Ly Ty

Vemos que en la multiplicacién de sustituciones
no se verifica la propiedad conmulativa de la multi-
plicacién ordinaria, que consiste en gue el orden de
los factores no altera el producto. El producto ST no
es igual, en el caso que hemos considerado, 4 TS;
tampoco lo es en general; pero en algunos casos par-
ticulares puede ser cierta en las sustituciones la pro-
piedad esencial de la multiplicacién. ~

Tacil es saber qué entenderemos por producto de
varios factores. Seré la sustitucién equivalente 4 la
acumulacién de varias sustituciones. El, producto
RSTYV tampoco es, en general, igual & RTSV; pero si
es igual & R(ST)V, lo cual quiere decir que la multi-
plicacién de sustituciones es asociativa. o

Las potencias se definen facilmente, y por medio
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de ellas pronio veremos qué es lo que se entiende
por orden de una sustitucion.

Bsto es, reducido & sus lineas generales, casi todo
lo que el Sr. Bchegaray explicd en las cinco prime-
ras conferencias del curso.

M. LuiRa.

Alumno do la Escuela de Caminos.

NUEVOS SISTEMAS
DR TONA D CORRIBNTH PARA TRANVEAS BLEGTRICOS

El mal aspecto que en el interior de las poblacio-
nes presentan los cables aéreos para toma de co-
rriente de los tranvias eléctricos, sobre -todo cuando

son frecuentes los cruzamientos de via, como sucede
en las grandes capitales; lo costoso del establecimien-
to y dificil conservacién de cables subterrneos con

el mismo fin y lo cara que resulta. la traccién por,

acumuladores, han hecho que se ideen nuevos siste-
mas que, aunque todavia no. estan completamente
sancionados por la experiencia, parecen evitar los in-
convenientes citados.

En una obra, de que did noticia la Revista en el
ntimero 21 del presente ailo, «les tranways électri-
ques, par Henri Marechal», se describen algunos de
estos sistemas. Todos ellos consisten en esencia en
disponer en la entrevia y al nivel del suelo contactos
metalicos, sobre los cuales frota al pasar la varilla
de toma de corriente unida al vehiculo. Lo ingenio-
so de estos sistemas, y tal vez lo que origine su des-
crédito por las complicaciones & que da lugar, con-

TRANVIA ELECTRICO DE ROMAINVILLE. — Vista interior de la cochers de Romainville,

siste en que cada contacto solo estd unido con el ge-

nerador el breve tiempo durante el cual el vehiculo

pasa sobre aquél; esto se consigue por medio de elec-
tro-imanes que mneven antomaticamente conmuta-
dores llamados distribuidores, que alteran las cone-
xiones al moverse el coche.

La primera aplicacidn de estos sistemas se hizo
en la Exposicidn de Lydén de 1894 por Claret y Wuil-
leumier, entre el puente de Lafayette y la Exposi-

A

¢ién. En Junio ltimo se inaug‘uré el tranvia de Pa-
ris 4 Romainville, que es del mismo sistema, modifi-

- cado ligeramente,

Los rieles son del txpo Broca, y sirven de conduc-
tor de vuelta 4 la corriente, para lo cual se -asegura
su continuidad, por medio de hilos dP cobre conve-
nientemente dispuestos.

Los contactos son adoquines de fundlclén de las
mismas dimensiones que los ordinarios de la entre-




