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CALCULO DE LAS VIGAS RECTAS.

(Continuacion.)

CAPITULO 1V.

LINEAS ENVOLVENTES DE LOS MOMENTOS Y ESFUERZOS TRASVERSALES, EN UNA VIGA
SIMETRICA DE NUMERO IMPAR DE TRAMOS INTERMEDIOS IGUALES.

§ 1.°—Expresiones de estas cantidades para los diversos casos correspondientes
4 sus maximos valores.

42. Momento de flexion de un apoyo cualquiera en los casos 1.° y 4.°—En el nimero 8 redujimos el
estudio de todas las hipdtesis que pudieran hacerse respecto de la situacion de la sobrecarga, sola-
mente & tres distintas (ademas del de la carga aislada y la permanente), y empezarémos por el 1.°, en
que se suponen cargados los dos tramos contiguos al apoyo que se considere, y los demas alternativa-
mente descargados y cargados, y el 4.°, que es su complementario.

Para esto recordarémos que el momento debido 4 la carga permanente esta dado por

BTEB B ceeerens —eaenes ornd
P — % (ECFE £ + B o) T4 o (B +8 =+ ¥) »
k 4D
El momento correspondiente al caso 1.° estd dado por la suma de los términos positivos de Py el

. . . . 1.0 a0
del caso 4.° por la suma de los negativos, y ambos los designarémos respectivamente por Moy M.

Ahora bien, para determinar estos valores, supongamos que se cambian de signo todos los términos
negativos de P, vy llamemos 4 la suma de todos ellos Ry ; tendrémos

R a . (as—f-,‘i_l Bt 2 SETTEIRD + B o) x o (B e + B, +3)
ko 4D

¥ por consiguiente

M+ =P \ o _ Pt R

De donde se deduce

Wt = [y g7 =
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pero
R — -k (Pt =+, (o  —1+) Pl
! 4B Ty ’
. (85 —1) (% + % o) F2e mk_gp "
4B T
vy como
an—k + “k—e = Bm-— h+-1 Tm (38)
C—DB i | % %s
e [C P, i),
' P 280 Tn
¥y sustituyendo
10 (8% — HB_ @ a
1. 1 m—k—+1 n—k k-2
Mk _—Q—Pk_*—( Sﬁm -+ 1D >Pl’
(73)
4.0 1 (as - 1) Bm—k+1 an—k ak—‘z 'Y
Mk ——i—Pk—< 8ﬁm -+ iD pl

43. Trasformacion de estas cxpresiones.—Mr. Bresse habia deducido ya estas formulas (aunque con
la diferencia de las notaciones), pero repitiendo para cada caso largos calculos analogos 4 los relativos
d la carga permanente, miéntras que nosotros hemos llegado i los resultados anteriores por un sencillo
artificio de calculo. Pero despues de deducir estas fsrmulas, dice el mismo autor (pigina 209 de la ter -
cera parte) que tienen el inconveniente respecto de las correspondientes 4 la carga permanente, de que
no pueden trasformarse en formulas bastante concisas en que éntre 8 explicitamente ; pero del mismo
modo que al tratar de los efectos de la carga aislada, hemos abordado tambien este problema, habiendo

conseguido una solucion satisfactoria para la trasformacion del altimo término de las expresiones ante-
riores, que es el objeto de la cuestion.

En efecto, tenemos, segun la relacion (46),

— - 3
Tk e T F i) s = Ay g ($87—3)

okt K3 T Tkt Kt T (¥ —8) 5y sustituyendo
*nms3 a-; TR % =A'n--l. (48— 3
e el I A ) @S =
=[(A A e +A)— (A A 4+ A Lp)]E 23+ @ o=
E
—1 —~2 k-1 ~e P
_ _n 6n -+ (40._’3)__%%—-2

¥ por consiguiente

o (as_l)B_ E_S-E_:»- (4‘8’—3) o
‘\11. =_1_Pk+ - n k+i+( n ;1 ;l-i-i) -+ n—2 pl’ (74)
: 88, 243 1, 48 v,
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¥ si se quiere se puede trasformar el ultimo término

a

k—2 E:_zﬁm—i_l _pm—i 1
4

4B, 1, 48,v, 4B 4B

mYm

en que la segunda fraccion es despreciable, v la otra independiente de k; de manera que para cada
valor de & es comun 4 tedos los momentos de los diversos apoyos, y dun varia muy poco con 8. La ex-

presion de M:o se obtendria de la de M;'n sin mas que el cambio del siguo de la cantidad comprendida
dentro del paréntesis.

44. Discusion de las férmulas anteriores.— Si sustituimos en la expresion de Mi_‘n (74) en vez del mo-
mento debido & la carga permanente, su valor

a3 g a
P =_1_P15(1 -*_(30 —2 ) Cm—k+1
Ym

®n—2 n
—— p 3, que

es independiente de k, 6 sea del 6rden del apoyo, y ademas otros tres, que dependen de 8 y k. La suma

. . . s . 1
aquella formula se compondra de cinco términos, a saber: =P %, que es constante:

algebraica de todos estos términos dard siempre un resultado positivo para ML‘O ¥ negativo para Mf(‘o
puesto que el primero procede de la reunion de los términos afectados del signo mas en la forniula ge-
neral, y el segundo de los negativos.

‘Be los tres términos que hemos dicho que dependen de 8 y &, el primero, 6 sea el correspondiente &
la carga permanente, se reduce 4 cero para =0 y 3 = \/§ el segundo para 8 =1, y el tercero para
d= ‘/—;. v como el valor de =1 da en la suma de los tres un valor negativo, ¥ ¢=1 un resultado
positivo si k es par, aquélla pasard necesariamente por cero para un valor de 8 < 1; pero como & de-
pendera de k, resulta que los momentos maximos en los puntos de apoyo correspondientes al caso pri-
mero de la reparticion de la sobrecarga no pueden ser iguales para ningun valor de 3, por el contra-
rio de lo que sucede para la carga aislada y la permanente.

Si todos los tramos son iguales, es decir, que 3==1, las {Srmulas anteriores se simplifican mucho.
En efecto,

—E A
1.0 1 n—3 n—2 k+-1 n—2
= I
k TP+ 2iB_C *is c /P
m m m m
pero
Bm Cm = An—l ¥ En—3 +6 An—2= En——!
luego
E ,—E
1o 1 n—1 n~2 k+1
My =sh+—51 rt
n—1
}' ~
M:.o —tp _ B~ Eigi P
=7 1A P
n—1 .
siendo

1 Cm—-k+l s ‘ =
P =5 (1 4 ———) p#® como vifiios en el nimero 35.
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43. Valores.de los esfuerzos trasversales en los apoyos para los mismos casos. Estos los determinaré-
mos de una manera enteramente analoga 4 los momentos.

El estuerzo trasversal debido 4 la carga permanente, que lo llamarémos P, estd dado por

Yooy (& F B By TR o)ty (B — e CEEFE) 1
P'k= D pl+Tpl

llamemos R} 4 la suma de los mismos términos afectados todos del signo mas, y Ti_'o y Ti’o respecti-

vamente 4 los esfuerzos trasversales en el apoyo k en ambos casos, tendrémos, como anteriormente:

g AER L RBeX
siendo
R ___ E—=1D (rn,+ Yn—kl'*]; Yox %2 T Yy an—kp - —:—p .
pero
e Tha=2E; v,
y

- P IS —_ —
ek B A B T 2 Y e Y K Nt By =27y, % o+ D

segun las relaciones (41) y (20).
Luego

(—1B . Y, %
R;=kapz+(%+_n¥ ol
m

¥ por consiguiente, sustituyendo

o

F—1) B,
8E_

—k To—k %—2

T® i+
4By o

1 , 1
=5 P+ pl+ pl

cuyo ultimo término podria trasformarse en una funcion explicita de 3, siguiendo el método aplicado
al tratar del momento en el mismo apoyo.

46. Momento de flexion en un punto cualquiera del tramo de drden k para los citados casos 1.° y 4.°.
Sustituyendo en la ecuacion general M, (z) en vez del momento y esfuerzo trasversal k los valores de
ML‘O Y Ti'", tendrémos .

1.0 1.7 1.0 1 9
M ()= M — T, e+ S pat=

(#—1) [Boxei—2E, ] %o (%omy " Tpy ©)
8 pl
88, 48, 1,

IOI-\

(Pk—P;x—% prx—+ pxt) +

ol

Si hacemos en esta expresion x=1y designamos tambien por N el momento en el apoyo k+1, se
obtendra

23
N —lp (*—1) Bm—_k I o R 2
B O R 8_-?,,, ? ‘ —=p P
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pero 1o hay necesidad de determinar por calculo este valor, pues basta observar que la férmula ante-
. 1.0 . . . .
rior, que nos da M;” (z), se compone de tres términos, que representan: el 1.° la parabola, quees siem-

pre la misma para todos los casos, trazada de mancra que pase en ambos apoyos por los puntos m’ y

' (figura 10.%), cuyas ordenadas sean la mitad de las correspondicntes 4 la carga permanente MM’ y

NN’, y ademas de dos rectas ue cortan al eje de las & en puntos fijos Y y Q determinados por =

B . .

% n;:_—k"'l.l para la primera, y £= T_L { para la segunda, que nos da el punto Q de todas

m—k n—k :

las figuras; por consiguiente, conocido el punto M1 de la paribola correspondiente en el tramo k al

caso 1." para hallar el N1-°, se trazaran las rectas y Yy’ y ¢ Q ¢, que pasun respectivamente por los pun-
tos Y y Q; y haciendo las operaciones dntes indicadas, hallarémos la orlenada NN1.°.

La abscisa MQ es siempre menor que la MY, porque

-3
n —

a
— 1
MQ= Y“ L= = (
n—-k 14+ n—k—1
an—k
Y
~k 1
MY = moktt = {
Bm—k+ Bm—k+l 14+ Bm—k
Bm—k—:—1
%n—k—1 Bm—k . .
pero comon—k >m—Fk-+1; > y por lo tanto MQ <7 MY, siendo MY ligera-
n—k Bm—k-l—l

mente inferior 4 MT, 6 sea la abscisa de las ordenadas constantes debidas 4 la carga permanente.

Para el caso 4.° los momentos de flexion del tramo k estarin determinados por una linea recta, de
manera que los complementos M’ M1-° y N’ N1.° respecto de los momentos debidos & la carga perma-
nente (que suponemos sea la parabola M’ N’) en los puntos M y N, nos daran las ordenadas de la recta
de los momentos en los mismos puntos.

En ambos casos, una vez conocidos los momentos en dos apoyos consecutivos, pudiéramos deter-
minar los correspondientes & los demas apoyos por las ecuaciones de los tres momentos, pero esto no es
necesario, porque los valores asi determinados no nos habian de conducir en ningun punto 4 los maxi-
mos valores de los mismos, que son los que hay que hallar para el trazado de las lineas envolventes.

8i todos los tramos son iguales, el valor del momento en el apoyo k —+ 1, que se deduce de la formu-
la anterior, se trasforma en la expresion siguiente :

E _—E

1.0 1 n—2 n—2k
Nu=zh — 2iA__ r

47. Punitos notables de la curva de los momentos en el caso 1.” Ya sabemos que para el punto Q (figu-
ra 10." s¢ anula el tercer término de la expresion deducida en el namero anterior,para el momento de

flexion en un punto cualquiera del tramo % ; el primer térinino representa la ordénada de una parabo-
la cuya posicion se conoce, y el segundo, que es

¢ DBy, 2B
H
8 ﬁm
se convierte haciendo z = MQ = —2—% [, y simplificando como se deduce de las relaciones del ni-
Yn—X

mero 14 en
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F—1 (Baket Yok — 2B % %) 1—2
pl=

8 Bm Yn—k

pl

n—k

que es una expresion sencillisima, de manera que para conocer la ordenada en el punto Q de la pard-
bola correspondiente al caso 1.° de la reparticion de la sobre-carga , bastara afiadir esta cantidad & la
ordenada de la curva dada por el primer término, que segun sabemos se determina con la misma plan-
tilla de siempre, y trazando la parabola de manera que pase en los apoyos 4 alturas iguales 4 la mitad
de las relativas 4 la carga permanente. ,

Las ordenadas de los puntos Y y T (figura 10.*) estan tambien dadas por expresiones sencillas; pero
como estos puntos estan.contiguos al (), no nos interesa su determinacion, y vamos & haller la del

J

@

punto P, que la llamarémos PP!-, cuya abscisa es como sabemos ” l
k—1
o =B, Yy —2E, 2
PP" = 1. término - ( m—k-+1 'k—1 m-—-k “k 2) 1’1’ +
8 ‘am ?k—i

%o ( %ok Vi ™ Yook %)

4D Y1
3 — 1 Y .
= 1.* término + [ —— . 4 R p N
8~ 4
k1 Tk—t

que se -compone de la ordenada de la mencionada parabola, de un término muy sencillo, v de la mis-

ma forma que el dntes deducido para el punto Q, v ademas del producto de —:— pl por la abscisa

*k—2

MP=

! calculada ya para fijar el punto P. Vemos, pues, cuin ficil es la determinacion de los
ya ] P I

k—1

puntos PL° y Q1 de la curva de los momentos correspondientes al caso 1.°, Y por consiguiente, el
trazado de la pardbola relativa 4 este caso de reparticion de la sobre-carga, y como los valores que he-
mos deducido para las ordenadas de los puntos P y Q son expresiones mucho mas sencillas que las de
los momentos de los apoyos, resulta que sera preferible calcular las ordenadas PP1-° y Q01" & las de
los puntos M y N para poder aplicar la plantilla y trazar la parabola de los momentos.
" Si todos los tramos son iguales, 8*— 1 se reduce 4 cero, y por consiguiente se simplifican aun mas
los resultados anteriores. La ordenada QQ!-° es igual & la de la parabola auxiliar 4ntes citada, yla PP1>
se compone de ésta y ademas de la relacion de la abscisa MP 4 [ (suponiendo que el trazado de las lineas
de los momentos se hace quitando el factor comun p 12).

Todavia se puede dar otra forma mas conveniente 4 los valores de las ordenadas PP1-° v 0Q1° toman-
do como punto de partida la expresion general (66) de M, (x), vy procediendo de la misma manera que

en el niimero 37 al ocuparnos de la carga permanente, se obtienen los resultados siguientes :

10 pl* 68—y, 3 )
PP = 51 (1 -+ —) -+ Ordenada de la carga aislada 1
= Ti—1 ’
(73)
v
ppt’ = 2L (o -+ id. s
24 Vi1

segun que k sea par ¢ impar, v respectivamente
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o pB Y L
QQ1 =L 1+ 0 — n—k-—i-p * 4~ Ordenada de la carga aislada
24 1y ©
n—k n—k
. (76)
O F 6 O .f * —A—.
o =4 (1—— ’>— e s i
= 'n—k Yok

expresiones que tienen la ventaja respecto de ias anteriormente deducidas, de no exigir la construécion
de ninguna pardbola auxiliar, sino la sustitucion de las ordenadas de la curva correspondiente 4 la
carga aislada en los puntos P y Q, cuya determinacion es indispensable para aplicar nuestro método.
Ademas, si recordamos lo que dijimos en el nimero 27, y examinamos los valores de PP1-° y QQ!°, ob-
servarémos que ambos son independientes de n y dependen los primeros sélo de k y los segundos de
n—k, cuya propiedad nos indica tambien para este caso que, una vez calculados estos valores para
una viga de cierto namero de tramos, no habri que hacer ningun nuevo cilculo para todas aquellas
en que 7 sea menor.

Respecto del caso 4.°, nada ahadirémos 4 lo que levamos dicho, puesto que conocido el 1.°, no ofre-
cera aquél ninguna dificultad, por ser su complementario.

48. Casos 2.° y 5.° de la reparticion de la sobre-carga. El caso 2.°, segun vimos en el namero 8, sélo
difiere del 4.” en que el tramo de drden k esta descargado, de manera que quedan vacios éste y el k-1,
v los demas alternativamente cargados y descargados, siendo el caso 5.° su complementario.

Para hallar tanto los momentos de flexion como los esfuerzos trasversales para el caso 2.° en los apo-
yos k y k-1 6 en otros dos puntos cualesquiera, bastard restar de los correspondientes al caso 1.° los
relativos d la carga aislada, y una vez conocidas ambas ordenadas , las rectas que unan estos puntos nos
darin respectivamente la linea de los momentos y la de los esfuerzos trasversales, y conocidos los va-
lores correspondiente al caso 2.°, sera ficil resolver el 5.°, que es su complementario, como hemos di-
cho antes.

Si los tramos son iguales, se deducen las formulas siguientes :

E ,—E
20 1 n—2 1—2 k
M =sh+—x pl
n—i.
y
5= L p __En 2B oy 2
T T Nk 21 A p
n—1
y para el otro apoyo del mismo tramo
E ,—E
20 1 2—1 n—2k—1 o
N =3Py — 244 pl
n—
) - E_ —E
s 1 n—1 n—2 k—4 o .
Ni+1 =z P+ A pl
a—

En estos casos, como en los anteriores, conviene calcular siempre las ordenadas de los puntos P y- Q,
lo cual no puede ser mas sencillo, pues bastara para el caso 2.° quitar el altimo término de las férmu-
las (73) y (76), que representa el momento debido & la carga aislada del tramo k.

49. Momento de flexion y esfuerzo trasversal en un apoyo cualquicra para los casos 3.° y 6.° En el
caso 3.° el tramo k esta descargado, y todos los demas alternativamente. Para determinar el momento

. 5.0 6.0 X .
en el apoyo k llamémoslo M:' ¥ M,/ su complemento, y tendrémos, si k es par
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M ke (Bomig T By g e ) e (FEFP e B .
{ S . 4D rl
y ademas

3.0 6.0
M +M, =P,

Y
Mi.o M = O (G T Tk T F iy By g gt e —14-8%) r
k 4D P

@ . (83 — 14 @ o ey e -+ ak—‘.!) .

-+ p U=

4D

- D (an—k T ak—‘l) 2 (& — 1 Cm—k-n P )

= 2 3 A —

y si k es impar, se obtiene el mismo resultado.
De manera que

0 1 m k-+1
=P + r
M
@&E—1C,_
LIG — %_ Pk . m— k-1 o
2 8 Tm
Sig=1, Mi‘ﬂ = Mf\ = 17 P, lo cual nos prueba que en el caso en que todos los tramos sean igua=

les ¥ estén cargados y descargados alternativamente , el momento de flexion en un apoyo cualquiera es
el mismo que se obtendria si se cargasen los tramos vacios v se descargasen los demas.
De la misma manera se deduce el esfuerzo trasversal en el apoyo k que resulta

=0 (as_l)(Y k'-Y‘ ) 1
T =4 pk A o i— L
k T x T S8, 1, p 'y
»— $—1)A
L @F—16A_ . P X ¢ m—k 1

siendo P| como dntes el esfuerzo trasversal correspondiente 4 la carga permanente. Para =1 tendré=
mos tambien

° 1

- ’ 1 6.° 1 ’ 1
To=3h—5rl v L =5FK+5rl

2]

»>

30. Momento de flexion para un punto cualquiera del tramo k en los casos 3.° y6.°

6.2 6.0 6.2 1
Mo (@=M" —T T4 g pat=

(88_ 1) (Cm-k+i I—6 Am—k x)

Sym

1

(Pk—P;:c—%px+p:r-')—

pl

wl
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Si hacemos r=1, tendrémos,

-~

38
62 _ 1 (#- 16,
NK-H =7 PK—H - S~ pl

‘m

. pero tampoco hay necesidad de determinar por calculo este valor, porque puede tambien obtenerse
por una construccion grafica muy sencilla, pues basta observar que el 1.* término de M, (x) represen-

ta la misma parabola del niimero 46, cuyas ordenadas en los dos apeyos del tramo son respectivamente
las mitades de los correspondientes 4 la carga permanente, y el 2.° término representa una recta que
4

corta siempre al ¢je de las 2 en un punto cuya absecisa es & = ——z—n{ﬂ [, que es precisamente el pun-

N ““m—k
to T de las figuras 8 y 9, en cuya vertical demostramos en el capitulo anterior que se cortan todas las
parabolas debidas 4 la carga permanente.

Pero asi como hemos demostrado en el nimero 47 para el caso 1.”, que hay dos puntos en el inter-
medio de los apoyos de cada tramo, en que las ordenadas de la linea de los momentos estan determi-
nadas por expresiones mas sencillas que en aquéllos, recordarémos que sucede lo mismo para los casos
3.° ¥ 6.° segun dijimos en el nimero 10 al tratar de las vigas de tramos desiguales, de modo que en el
punto P las ordenadas correspondientes 4 los casos 3.° y 6.” son respectivamente iguales & las del 2.°
¥y 3.°, venel punto Q 4 los del 4." y 1.°; por consiguiente, es inutil que deduzcamos las f6rmulas cor-
respondientes, una vez que han de coincidir con los que hemos obtenido ya para los casos anteriores.
De manera que no solo se consigue reducir los 2 casos distintos de reparticion de la sobre-carga a
tres distintos y sus complementarios, sino que dun de esos tres, dos de ellos se deducen inmediatamente
del primero, calculando de antemano las ordenadas de los puntos P y Q para la parabola debida 4 la
carga aislada.

Los esfuerzos trasversales del tramo se determinardn en cualquiera de los casos que anteceden muy
faciimente cuando se conocen los del apoyo k por la férmula (17), y tampoco habri necesidad de apli-
car las formulas deducidas en este parrafo para los puntos de apoyo, puesto que una vez trazadas las
parabolas de los momentos, las distancias del apoyo k & los ejes de dichas curvas nos determinan can-
tidades proporcionales @ los esfuerzos trasversales; y no creemos necesario insistir mas sobre este punto.

Con esto hemos completado el estudio del cilculo de los momentos y esfuerzos trasversales en todos
los casos necesarios para llegar al conocimiento de los maximos valores de estas cantidades, de que
vamos 4 ocuparnos en el parrafo inmediato.

(Se continuard.)
PaBro pE Awnzora.

o provinciales formularan los planes de los caminos
OBRAS PUBLICAS DE ESPANA. que quisieran establecer cn sus respectivas demar-
caciones, en armonia con el plan general del Es-

tado y con el sistema de ferro-carriles, y con suje-
cion, ademas, a ciertas bases para procurar que
XIv. - se propusieran las lineas de mayor interes é im-

(Continuacion).

Si en la eleccion del personal facultativo hubo
libertad , que podria calificarse de absoluta, no fué
menor la que usaron las localidades en la ejecu-
cion de las obras. Hasta el afio 1862, las Diputa-
ciones pudieron acordar la construccion de los ca-
minos que tuvieran por conveniente; en dicho
afio se dispuso que las expresadas corporaciones

portancia: asi se verificé, aprobandose los planes
en cuestion por el Gobierno, aunque reduciéndolos
por punto general, 4 fin de ponerlos en relacion
con os recursos probables de que podrian disponer
para su realizacion. Pero, por lo comun, las obras
ejecutadas no se han ajustado a los referidos pla-
nes, v ha sido frecuente que en lugar de cons~



