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Resulta, por consiguiente, que los dos puntos P v Q de cada tramo nos conducen tambien para los
momentos debidos 4 la carga.permanente, 4 valores que tienen la propiedad de ser independientes del
namero total de tramos, cuya circunstancia facilita mucho los calculos respecto de la marcha que se
ha seguido hasta ahora para resolver el problema, y como, segun hemos dicho repetidas veces, sélo
nos hacen falta dos puntos para trazar la paribola, lmbra que determinar el P’ y otro de que nos ocu-
parémos en breve.

Si volvemos 4 la expresion general de PP’, y observamos que el segundo y tercer término nos dan
precisamente la ordenada debida 4 la carga aislada del mismo tramo, podrémos poner

PP -<" fie +3 —oo) » lz (+1—2)
={(=— P ——;p a(5l—=
- © 4 127,

¥ por consiguiente la ordenada que llamamos Pp en el nam. 27 sera

' a 38 —23 _ 3 —23
Pp=PP — (:,— =2+ )pl’:(—%-ﬁ— A )pl’

4, 1274 4 'fx-—t 127,
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que se componen de una cantidad constante mas la cuarta parte de la abcisa MP 6 MQ y de un término
que es comun para el caso de la carga permanente y de la carga aislada, de manera que serd preferi-
ble aplicar las férmulas que acabamos de deducir para este dltimo caso con preferencla a las del nu-
mero 27. »

Si ahora pasamos 4 determinar las mismas ordenadas para un tramo e drden impar, deducimos,
repitiendo cilculos enteramente anilogos a los anteriores,

. o 43—-3
PP’=;(—(30‘—2°)+ : )
12y, , Vit
o (69 bis)

QQ' =

(— (3 8‘—2o)+ 48:—3)

‘n—~k
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¥ en los valores correspo_ndientes de Pp y Q¢ habra que cambiar tambien el signo del ultimo término.
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Gjue nos hagamos cargo de antemano de las posiciones que puede tomar la parabola de la carga perma-
nente 4 medida que ¢ varia desde. cero 4 o, y vamos a estudiar las alteraciones que sufren las ordena-
das PP’y QQ’, como lo herios hécho ya para’los momentos de las dos extremidades del tramo.

Si =0, las dos ordenadas (68) y (69) seran negativas, y conservarin este '$igno necesariamente

58. Valores que toman estas ordenadas.— Para el estudio de los maximos ‘momentos es’'conveniente

hasta 8=\ § puesto que tanto la primera parte como la segunda son tambien negativas, Para 8§ — \/ e
el resultado es positivo ; luego hay por lo ménos un valor de 8 comprendido entre ambos, que anula PP,
yotro que anula QQ’, que serdn evidentemente distintos, porque la parte 33% — 93 es comun 4 las dos

expresiones, y los denominadores de 45* — 5 son distintos. Desde § — V 3 hasta 3= ambas or-
denadas son siempre positivas, ¥ crecen indefinidamente. )

De manera que PP’ y Q0 sélo se anulan’ para ¥alores.de & comprendidos entre Viyy £, pero
vamos d demostrar que cada una de estas ordenadas solamente se reduce & cero una vez. En efecto,
Tk—1 0 Yy _) Pueden representarse por una expresion de la forma F + G 8 en que F ¥ G son cantida-
des positivas y sus valores menores corresponden & k=2, que da ) =3 -+ 28. De manera que las or-
denadas PP’ v Q) se reduciran 4 cero si

(B& =28) (F+G3)+482—8=10
0 sea

3G¥+3F8—2(G—2)B—Fo—38=0

en que G — 2 es siewmpre igual ¢ mayor que cero. .

Esta ecuacion de cuarto grado en 3 no podra tener mas que una raiz positiva , porgque en virtud de la
regla de signos de Descartes, el namero de aquéllas no puede exceder al de variaciones » ¥ la ecuacion
solamente tiene una, de manera que la parabola de los momentos dela carga permanente corta al eje de
las z en los puntos P y Q tan sdlo para un valor de 2 para cada uno de cllos. Por lo demas, el correspon-
diente al primero seré mayor que el del segundo, porque como y, _, >y, _ ;, sustituyéndolo en la
segunda ecuacion (69) dari un resultado positivo ; por consiguiente, la raiz deberd estar comprendida
entre aquel valor y \/ %, yser por lo tanto menor la cantidad 8 que anula QQ’ que la que reduce &
cero PP’.

Para los tramos de drden impar, aplicando las formulas (69 bis) y dando & & diferentes valores, ob-
tendrémos los resultados signientes :

n 1 : 1
C==: teererss ceseas PP'=__°__<0 [ o
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=k Tk—1 127k Thok ,
D PP = — 0 eerereennnnn. i QQ = — oo,

resultados que son todos negativos. Pero observemos queentre 8=0y8=1"3% [, — (523 —23) sera
positivo, v de signo contrario la segunda parte, lanto de PP’ como de QQ’. El maximo de 58 — 23

corresponde 4 98* —2=9, que da &== ;/ 3 ; ¥ sustituyéndolo en las ordenadas de los puntos P v Q.
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se ve facilmente que ambos resultados son positivos; por consiguiente las ecuaciones que se obtienen

igualindolas & cero tignen dos raices positivas comprendidas entre 8 — o ye=V1"%,y ademas, no

pueden tener mds que dos, porque éste es el namero de variaciones de signo de ambas ecuaciones. No

habiendo ninguna raiz positiva mayor que 8= \"2 | claro estd que las ordénadas PP’ vy Q0 corres-
pondrentes d valores de 8 mayores que aquella caitidad, deberdn ser sic mpre negativas. '

De la misnia manera que- pam los tramos de oulm par, reconoceriamos que las dos raices correspon-
dientes & QQ = 0 compiremleén i las de PP’ =0/, es decir, que la menor de ellas es inferior 4 los dos
valores que anulan PP, y la mayor és supérior.

59. Propiedad notable de las pardbolas de la carga permanente.— La expresion (67) del naumero 36,
que nos da tambien el momento de flexion en un punto cualquiera de la viga, puede ponerse bajo la
forma

(305——70) (C —6A L)

m—k-+ 1 —k 1
M, (o) = == . Pl — e p (=)
. ) ;T im

en que el primer término se anula de dos maneras, 4 saber : siendo

38y —2 T=o0 queda 8=o¢ ¢ 8=\/§

C
—k=+1
;= da » = —Z2F1y
2 o que da A

m—k

Coiit Z—ﬁ Ap—i

El resto del valor de M, (z) esla e\px‘esxon del momento en una viga de longitud 7 empotrada en sus

dos e\tremndades cuyo resultado lo conociamos va para los valores =0 y 8= V3§ ; pero la segun-

da ecuacion nos ha conducido & una propiedad muy singular de las parabolas de la carga permanente
m—k—+1
6A
(excepto para el tramo central, que da =0 ) en que la ordenada es constante, cualquiera que sea el
valor de ¢, y es la misma que corresponderia si el tramo estuviese cortado y empotrado en sus extre-
midades, y cargado de! peso p por xm.tro lmeal "Dé manera si en los dos. apowo» del tramo de drden &

1< !

(tampoco conocxda) ¥ es que en cada tramo hay un punto determinado por £ =
m—k

tomamos las ordenadas iguales a = P I8, trazamos la parabola de los momentos aplicando la planti-

'Cm——-k'—i-'l'
6'A

curva de los momentos én el caso del empotramiento, nos determmam el punto comun & todas las pa-

l, ]a.interseccion con la

Tébolas correspondiente & dichio tramo para la carga permanente, cualquiera que sea el valor de 3.

Ademas, este punto no sélo es comun para todas las paribolas en una viga de n tramos, sino que es
el mismo, cualquiera que sea este nimero para tramos equidistantes del centro de la viga, puesto que
n—2%k.

1 ..
los valores de m — k= 5 — = serdn iguales.

Examinemos ahora la situacion de este punto, v para esto recordemos que la abceisa de otro que go-
zaba una propiedad parecida, ‘pero no igual para la carga aislada namerd 29, estaba dada por

(‘n—QL—x-l

, ¥ tenemos

6 An —2%
Cﬁx—k-{-i . 1 y Cn-__2 k-1 — 1
6 Am—k 14 Cm-k ' 6 AnL—'E-k' ' 1 + Gcn—ﬂk
0 Calv o 'n—2 k1
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cuyas cantidades difieren muy poco; pero la primera es mayor que la segunda, porque

Cm—k'—i—l
Casx | S Ca2x
T buesto. que n—2k =>m —*F, y como, segun robamos en el nimero 29, —,—2- -
n—2%k'—1 ‘ : n—2k—+1

es mayor que la abcisa M Q, @ fortiori estara comprendido entre Oy N el punto comun de igs ‘parabo-
las de la carga permanente en cada tramo, que lo designarémos por T’ (Fig.7.%)
Si queremos hallar la diferencia entre las abcisas M T yMQ, tendrémos

Cm—k-H I— @ n—k l= Cm;—k+1 an-k—1‘; Cm—k zn—k !
A, Yo—x 6 A kYo
pero en virtud de la segunda relacion del grupo (39)
o o _ Bmayie—PBu
m—k+1  p—k—1 2
C a - ﬁs m—32 k+‘.'—ﬁm+1
m~k n—k - 2 -
luégo
B 1 _ﬁ 1 7,
MT—MQ=-2*+ _ =21, = 1
‘ l2 Am—t Yn—k 6 Am-k Tn—x

Vamos ahora 4 determinar la ordenada T T’, para lo cual sustituirémos en la expresion de M, (z) la
l

cm—k-f-l

abcisa z por 6A

; ¥ como se anula el primer término, quedara
m—k

Mk(x)=%pl’——;_-px(l—x)=

=pl <_L _ Aln—k + Am—k+i -+ C:I-k+i > C:n—k+i —6 A:ﬁ—l A

m—k-+1
- == — B=
12 . - ~ t p.
o124, 72A7 72 A

2B (71
- A th o
Resulta, por consiguiente, que ¢l punto T’, comun 4 las parabolas en cada tramo k, tiene siempre
una ordenada positiva y en general muy pequefia, lo que nos indica que una de las intersecciones de di-
cha curva con el eje de las ¢ 6 el vértice de la pardbola, deben estar préximas del punto T’. En el tra-
mo central Ay | =0, y porlo tanto, T T’ == ce » miéntras que en otro distante del central, por ejem~
Plo, en cuatro unidades, tendrémos

1 .
Tl =—e——— p B =
735c5eh P &= 0,000004 p 2

que es una cantidad inapreciable, y podra tomarse como nulo el momento en dicho punto, y con ma-
yor razon en los apoyos mas préximos 4 las extremidades de la viga.

Esta propiedad nos da 4 conocer de una vez para siempre la posicion de un punto de la parabola de
la carga permanente en cada tramo, con la particularidad que si de una viga de 9 tramos, por ejem-
plo, pasamos 4 otra de 11, aquellos puntos seran comunes en los 7 tramos centrales. Ademas, sabemos

que las parabolas son todas iguales 4 la determinada por y — % p 2y que sus €jes son siempre verti-

cales; pero no basta el punto T’ para conocerlas, sino que hacen falta dos en cada tramo, excepto el



:

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS. 264

central, en que basta con uno & causa de la simetria; pero siendo T T’ —oc » €0 este caso nos encon-
tramos con la misma dificultad. ' ' a

Para fijar la posicion de otro punto, lo mas conveniente es calcular en cada tramo la ordenada P P/,
y'aun basta hallarla en un solo tramo, por ejemplo, el central, 6 si se quiere, el momento del apoyo
contiguo al centro, cuya ordenada esta dada por ‘ :

. 1 38 —238
;\[m+1 =E ])lg (li——)
Ta

y conociendo este'punto y aplicando la plantilla de modo que el eje de la parabola pase por el centro de
la viga, podrémos trazar la curva de los momentos en aquel tramo. Para los inmediatos conocemos ya
dos puntos, y con la misma plantillza se trazaran de.nuevo las parabolas, y asi sucesivamente hasta el
primero y altimo tramo, en que esta curva debera pasar por las extremidades de la viga.

40. Ordenada en el centro del tramo y situacion del eje de la pardbola. Vamos a determinar tambien
la ordenada de esta curva en el punto medio de un tramo cualquiera, para lo cual harémos 2 — 2i
en la expresion de M, (z), que nosda

B&—28) (Cm—k-H —34,4) 1
M, ()= e pE—Fpl=
(BF—23)E__
=._;..__*“plg——5}pl' (72)

12 Yo

Ahora bien, si sustituimos los valores de & comprendidos entre cero y \/ 2; 38 —23 serda menor
que la unidad, y a
Bk Eox Enx 1

= < <=5
Tm 3 Bm—i+2 Cm—l 5 3 Bm—l s '

de manera que el primer término sera menor que % P2,y por lo tanto en los tramos de érden par las

" ordenadas de las pardbolas de los momentos en el centro de cada tramo serdn negativas hasta 5 =/ 3,

¥ despues pasardn por cero, y crecerdn indefinidamente hasta a0 , miéntras que en los tramos de 6r-
den impar seran siempre negativas, llegando en el limite 4 — oo .
Para pasar 4 examinar las diversas posiciones del eje de la parabola, recordarémos que su abscisa esta

dada por »
T (88°—28) A
- % + (14 m—k Z
Ym

que segun vimos alli sufre alteraciones anilogas que el momento M,. A esto afiadirémos que desde

(B®—2A_

8=oé.8=\/§ como —_—<<1

el eje de la parabola estara comprendido en la primera mitad del tramo, y d4un hasta 8= 1, no podra
salirse de la longitud del mismo, alejandose luégo cada vez mas hasta el infinito, hicia la derecha para
los tramos pares, y 4 la izquierda para los impares. P S

41. Posiciones diversas de la pardbola de los momentos. — Conocidas ya las alteraciones que sufren, &’
medida que varia 3, las ordenadas de varios puntos de esta curva, 4 saber, de las extremidades del tra='
mo, de los puntos P, Q y T y del centro del mismo, vamos 4 resumir cuanto antecede para determinar

las posiciones distintas que puede ocupar la parabola (que sabemos que es siempre la misma) respecto
de los mencionados puntos.




262 - REVISTA 'DE- OBRAS PUBLICAS.

Supongamos, en priraer lugar,; que se trata de un tramo’ de rden par .-y fijemos (Fig. 8.} los-seis
puntos M, P, 0, Q, T v N. Ya sabemos que la ordenada T T’, asi como la abeisa M T son constantes, de
Manera que para determinar las diversas posiciones de la pardbola basta hacer que uno de sus puntos
recorra las ordenadas del apoyo M, por ejemplo, miéntras que otro pasa’ siempre por T”. Ahora bien,
para 8 =o la parabola ocupara la posicion designada -en. la fizura 8.* por el namero 1, que es la que
corresponderia tambien al tramo cortado ¥ empotrado en sus extremidades. A medida que & aumenta,
el momento del punto M decrece hastd el limite marcado con el nimero 2, y sigue despues recuperando

las posiciones anteriores hastu 8 = V % en que la parabola se confunde con la correspondiente d 8 — o,
En el intervalo que hemos examinado hasta ahora, las ordenadas de los puntos P, O y Q) conservan
los mismos- signos; pero 4 medida que 3 aumenta, & partir de 8 = \/§ » ¢l momento en M crece in-
definidamente; la ordenada del punto Q se-anula (curva nam. 4), y despues-1a P (nam- 8}, que 4 su
vez crecen tambien indefinidamente. Miéntras P ¥ Q pasan por.cero, que es para valores ‘de 3 menores
que \/'—2 »-1a.ordenada del punto N se conserva positiva-y-decreciente desde & — ‘/5 , se anula para
Un valor.de § siempre mayor que lu unidad (entre la nim. 8 y 9), v crece despues hasta el infinito ne-
gativo, convirtiéndose en el limite en la vertical tirada por el punto T y designada: por el namero 10.

En esta discusion nos queda solamente una duda » ¥ es, si entrela curva nim. 6 y la nam. 8, que
ambas cortan al eje de las x, habra otra tal como la nim. 7, cuyas intersecciones estén dadas por rai-
ces imaginarias. Para cerciorarnos de esto observemos que la distancia del eje de la parabola al punto M
estd dada por p—k, Y que segun se deduce'de su valor dado en el namero anterior para 6 = \/ 3 esigual
a % 1, y despues crece indefinidamente. Por consiguiente, el eje de la parabola recorrers todas las po-
siciones 4 la derecha del punto 0, ¥y porlo tanto en una de ellas pasara por T, ¥y como la ordenada de
este punto es siempre constante y positiva, resalta que la curva no pedra cortar al eje de las z en esta
posicion ni en las inmediatas. :

Para que no haya motivo alguno de confusion en la precedente discusion debemos advertir que de
los seis puntos senalados en la figura 8., en el eje MN, hay dos, 4 saber, el P v Q, cuya posicion varia
con 3; pero segun vimos en ¢l nimero 27, estas alteraciones son muy pequefias, v en atencion, ade-
mas, 4 que esta circunstancia no cambia en lo mas minimo los raciocinios anteriores, hemos preferido,
4 fin de no complicar la citada figura, considerar tambien como puntos fijos el P y Q, v ademas se ha
exagerado la ordenada T T’.

Para los tramos de érden impar podemos hacer una discusion andloga (Fig. 9.%). Partiendo de la po-
sicion sefialada por el namero 1, que corresponde & ¢ = o. la ordenada del punto Mem pieza‘a crecer, y
Ppasan por cero sucesivamente las de los puntos Q. y P, llegando al limite .designado por la parébola ni-
mero 4, para descender nuevamente, ocupando las posiciones anteriores hasta la 8, correspondiente i
83=1\3g, que se confunde con la 1, desde la cual disminuye indefinidamente la ordenada del punto M,
pasando por cero en Ia paribola nimero 6, v llegando al limite, 6 sea la vertical del punto T. Ademas,
las intersecciones de estas diversas curvas con el eje de las x no pueden ser nunca imaginarias para los
tramos de drden impar, porque siendo siempre negativas las ordenadas del punto O, ¥ positivas las
del T, habra forzosamente una interseccion entre ambos puntos, ¥ la otra necesariamente por la sime-
tria de la pardbola respecto de su eje.

Queda, pues, terminada la diseusion completa de las parabolas de los momentos producidos por la
carga permanente, y que 1os ha de servir en el capitulo siguiente para el estudio de las lineas envol-
ventes. Por otra parte. la marcha que hemos seguido para este estudio, fundada eu la determinacion
de las ordenadas de varios puntos notables de la curva. correspondiente d cada tramo, es mucho mas
sencilla que si hubiésemos empezado por calcular las raices de la ecuacion’ M__ (z) =o. que estando da-
das por.expresiones bastante complicadas, hubiesen dificultado la discusion , sin conducirnos'a todas
las consecuencias que hemos obtenido en las consideraciones precedentes.

(Se continuard.)
. PasrLo pr Arzora.




