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32. Trasformacion de la férmula de los esfuerzos trasversales en los apoyos.—Podriamos, partiendo
de la formula general (10), seguir una marcha andloga que para los momentos, 4 fin de simplificar
igualmente aquella expresion ; pero es inutil proceder de este modo, puesto que llegarémos con mas bre- -
vedad al mismo resultado partiendo de las formulas trasformadas de los momentos y sustituyéndolas en
la relacion (1)
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segun que k sea par 6 impar.
Para el primer apoyo y el central tendrémos respectivamente :
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* Simplificadas de esta manera las expresiones generales de los momentos y esfuerzos trasversales en
los puntos de apoyo, vamos & pasar 4 estudiar las alteraciones que experimentan estos valores, de la
misma manera que lo hicimos en el capitulo anterior para las expresiones andlogas relativas 4 la sobre-
carga de un solo tramo.

§ 2.°—Discusion de ias férmulas deducidas en el parrafo precedente.

-,

33. Variaciones de los momentos y esfuerzos trasversales de los apoyos.— La expresion general que
hemos obtenido para M,_es
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y vamos 4 examinar las alteraciones que experimenta 4 medida que & crece desde cero 4 infinito.
Para esto observarémos que el primer término es constante, pero como en el segundo aumentan si-
multineamente el numerador y el denominador, ¥ dun cambia de signo el primero de estos dos para el

valor de § = \/§ » 4 fin de darnos cuenta de las alteraciones que sufre M, es preciso hallar su deriva-

da, cuyo signo positivo ¢ negativo nos indicara si el momento es creciente 6 decreciente.
Ahora bien, el numerador de la derivada es

+=(12C _ &#+27B  —s B,_)C
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segun que k sea de érden par ¢ impar y su signo sera el mismo que el de
33 : 2__ o
= @C_ S+B (93 2)).

La cantidad que esti dentro del paréntesis da un resultado negativo para 8 = o, y positivo para
— I

o~

9 = ——5—, ¥ a partir de este valor crece indefinidamente, de manera- que las raices positivas de la
ecuacion que se obtiene igualando & cero aquella expresion, solamente podran estar comprendidas en-

5— Y ademas deberdn ser en namero impar, puesto que los dos limites de la variable
que las comprenden dan, sustituidos en la ecuacion, resultados de signos contrarios. Pero aquélla es
de tercer grado, de manera que debera tener una ¢ tres raices positivas, y como esto altimo no es po-
sible, porque la suma de todas las raices de la ecuacion, que debe ser igual y de siguo contrario al coefi-
ciente de la variable elevada 4 la primera potencia, resultaria negativa, miéntras que es cero, porque no
hay término en &, de modo que queda demostrado que sélo hay una raiz positiva y que estd comprendi-
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Por consiguiente la expresion general del momento de flexion de un apoyo de drden par, que toma

tre cero y

da entre é=0 y 8 =

Ve
3

un valor positivo para & =0, disminuye hasta un cierto valor 3 <L Yy aumenta despues hasta in-

”~

finito cuando 3 llega al mismo limite. Ademas, M, se conserva siempre positivo, porque en el factor

c
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el segundo término serd necesariamente menor que el primero para el valor de 3 correspondiente al mi-
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nimo de Mk, puesto que siendo 8 < v & fortiori menor que

2 ’

28—3¢% serda menor que la

m—k-+1

unidad, y como en el factor es siempre menor el numerador que el denominador, resulta

Ym
que el producto de ambos factores sera tambien menor que uno, y por lo tanto M,_siempre positivo.

Si suponemos ahora que k sea impar, el momento sera tambien positivo para 8§ =0, aumentara hasta
llegar al maximo y decrecera luégo indefinidamente, pero tomando valores negativos hasta § = o que-
dard para M, ——ao, y por lo tanto, debera pasar por cero ; de manera que hay siempre algun valor
de 3 que reduzca 4 cero cada uno de los momentos de los apoyos de drden impar; pero, como se ve
por la expresion anterior, corresponde siempre 4 3 > 4. A estas consideraciones afiadirémos que
siendo independiente de k la derivada que dntes hemos hallado, el valor de & que la reduzca 4 cero y
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que corresponde al miximo positivo de los momentos de érden par y al negativo de los demas sera
comun 4 todos los tramos, y dependiente tan sélo del namero n de los que tiene la viga.
La expresion general del esfuerzo trasversal (635) es
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tiene una forma enteramente analoga 4 la del momento M,, de manera que los razonamientos que he-
mos hecho para deducir las variaciones de aquella férmula, pueden aplicarse igualmente para T, y He-
gariamos & las mismas conclusiones, debiendo afiadir que son tambien iguales los valores de 3 corres-
pondientes al maximo positivo 6 negativo de T,, segun el érden del apoyo.

Pasemos ahora 4 estudiar varios casos particulares, que corresponden & diversos valores de 3.

54. Casos en que los momentos de Ins apoyos son iguales.—La férmula general del momento
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consta de dos términos, el primero constante y el segundo variable con 3; de manera que todos los
momentos serdn iguales para los valores de & que reduzcan a cero el segundo término y que son dos, 4

saber: 3=0y 8 =1/ § = 0,81649, que harin M, 1,, plt.
El valor de 8 = 0 se refiere 4 una viga de tramos iguales empouada en sus dos extremidades, y como
en este caso k=2 corresponde al primer apoyo y no al segundo, resulta que los momentos seran igua-

les en todos los puntos de apoyo, miéntras que para 8 = \/ % se exceptian los dos extremos en que
los momentos son necesariamente iguales & cero por estar apoyada la viga en dichos puntos.

. L1 . .

Los valores de M, son iguales & 75~ PI*, y como un tramo aislado empotrado en sus extremidades

da estos mismos momentos, resulta que una viga de cualquier niamero de tramos iguales, empotrada

en sus extremos, u otra simplemente apoyada y en que el primero y el Gltimo sean iguales & [ \/ Z,

obran para la carga permanente lo mismo que si estuviesen separados los tramos, y cada uno de ellos
empotrado en sus extremidades.

Claro esta que siendo iguales los momentos de flexion en los apoyos, deberan serlo tambien los es-

fuerzos trasversales ; y efectivamente, sustituyendo aquellos dos valores de 8 en la formula general (68)

1 . .
resulta T, = —- p para todos los puntos de apoyo en el caso en que la viga esté empotrada en sus

extremidades, y con excepcion del primero y altimo para 3= 1/ % . En este caso T esta dado, como
hemos visto en el namero 21, por :
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que difiere en 0,493 p I del valor correspondiente 4 los demas apoyos.
Las reacciones estdn determinadas por

6 M, .
Rk=——l—+—2-pl=pl
YR =T = 5 pl para los extremos si 8—o0, y cuando 3=1/3 tambien pl, exceptuando

Ri=T = 0,006 ply |
R,=T,—T, + p13=(0,50—0,306) p I+ 0,816 p I =1,010 p!

7z
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.

Por consiguiente, estos dos valores de & ejercen respecto de la carga permanente el mismo papel

. 3 . . . . . .
que o==-—— para la carga aislada, y ofrecen tambien las mismas ventajas, y como la diferencia

e - . 1 . : . .
entre \/ il— \/§ 1=10,050 ! == 55 resulta que se aproximan mucho ambos valores de ¢, de ma~
nera que pueden conseguirse simultidneamente las ventajas que uno y otro proporcionan para la sobre-
carga de un solo tramo y para la carga permanente de la viga.

38. Caso en que todos los tramos son tguales.—Haciendo & =1 en la férmula general del momento (64)
del nimero 31 se convierte en

C
Mk=%1’l’ (Iimc;m)

m

I

cuya férmula es bien sencilla, pues se reduce & ballar los cocientes de la division de dos nimeros de
la serie C.

Si hacemos k=2 y k=m +- 1, tendrémos

c
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m

del mismo modo deducimos para los esfuerzos trasversales

A
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Para hallar T, 6 sea el esfuerzo trasversal en el primer apoyo, tendrémos
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de manera que 4un este valor s

igue la misma ley de formacion que los correspondientes a los demas
términos.

6 M,
Las reacciones d_e los apoyos estan dadas por la expresion R, — lk dun para el segundo apoyo,

Y con la sola excepcion de las extremidades de la viga, en las que, como sabemos, R,=T,.

§ 3.>—~Momento de flexion ¥y esfuerzo trasversal en un punto cualquiera distinto de los apoyos.

36. Pardbola de los momentos producidos por la carga permanente.— La ecuacion de esta curva es,
segun sabemos ,

M, (2) = M, —T, o+ pa’
y sustituyendo por M, v E, sus expresiones generales (8) y (10), tendrémos

+B3FB = =ROULILIIE o) - N ;:_ l—y .=z
M, @) =& : i SEG
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p___,e_,_'_ S P « B 05 g__g‘l_.{._ =
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Las ordenadas de esta curva M’ P’ ' N’ se obtienen por la suma de dos rectas R S y U V (Figura 7.%)
del 1.° y 2.° término y la parabola M p o tambien en idéntica situacion que la que nos sirvié para de-

terminar la debida a la carga aislada dada por — —0— P (———x)
Y si empleamos las férmulas sxmphﬁcadas (63), (64) y (65)

(33—28)C_ (35 —28) A
Mk($)=71§‘]’lg<1i 7 = H‘i)_%'ﬁz(l i——'—j{'—m—k>x+%px’ (67)
m m

Ya hemos examinado en el parrafo anterior las alteraciones que sufren en cada tramo los dos puntos
extremos 4 medida que varia &, y vamos ahora 4 estudiar algunas otras particularidades de esta curva.
37. Ordenadas de la pardbola en los puntos de interseccion de las rectas de los momentos de flexion.—

a 1
Para hallar las ordenadas PP’ y QQ’ (de la misma figura) harémos respectivamente z = k=2 y
) Tk—1
T = —%L—- en la expresion (66), y tendrémos para la primera, recordando la del nim. 10,
n—k
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Supongamos en primer lugar que se trata de un tramo de drden par, y como
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6a N N = s, @ o =48—3 (29) del niimero 13,
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resulta sustituyendo
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de manera que
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(30-"—2 3 3>pz= (68)

12 Yi—1
cantidad independiente del numero de tramos, lo cual nos prueba que estas ordenadas seran iguales en
dos vigas cualesquiera , para los. mismos valores de & y tramos equidistantes de la extremidad més pré=-
) n—k

ximna, y siguiendo la misma marcha, se deduce para £ == ———— [.
. n—k
QQ = (35— —2s4 20— )pz' (69)
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que es tambien constante para tramos equidistantes de la extremidad mas lejana.

(Se continuard.)
Pasro pE Avrzora.




