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FUNCIONES ELIiPTICAS DE SEGUNDA ESPECIE.

11. Limitaremos el estudio de las funciones
elipticas de segunda y tercera especie 4 la de-
mostracion de los teoremas que sirven de base
a su teoria. El fundamental de las de segunda
especie consiste en que Zas funciones E (e, 9),
E@, Y7 E gc, i), cuyas amplitudes o, & y p. sa-
tisfacen 4 la condicion (10) del num. 4, estin
ligadas por la igualdad

E(c,3)+ E(c, ¢)=E(e, ;A)—i— ¢* sen ¢ sen ¢ sen .,

Para demostrarlo, pongamos la ecuacion {10)
del num. 4, bajo la forma

(cos 1. — cos ¢ cos ¢)* = sen? ¢ sen’ ¢ (1 —¢* sen? p);
Diferenciemos ahora la expresion anterior,

como variables, se tendra: .
do(—

desarrollando y poniendo en vez de sen® o y
sen*¢, 1 — eos®* ¢ y 1 — cos® ¢, se halla:

cos? p + cos? ¢ cos® ¢ — 2 cos ¢ cos Y cos p. =
1 — cos® © — cos? ¢ - cos® ¢ cos®  — ¢? sen? p +
c® sen® u cos® ¢ 4 ¢ sen® 1 cos? Y —
c® sen? u cos? ¢ cos? ¢,
6 bien
cos® u — 2 cos 9 cos y cos =1 — cos® » — cos* ¢
—c*sen? i [1 — cos? ¢ — cos? ¢ 4
(1 —sen’q) (1 —sen* )],
que se reduce 4

€0s? p 4 €0s® @ | cos? § — 2 cos ¢ cos ¥ cos w -
¢* sen? o sen? ¢ sen’ p = {.

considerando 4 . como constante y d oy § ¢ .

{J D o2 24 2
2 sen ¢ cos ¢ 4 2 sen ¢ €0S w cos . 4 2 ¢* sen ¢ sen? ¢ sen - COS %)

|
+dz!a(—-zsen!]acosz:a+2senqacosqcosp—}-2c’sen’q>senz[asen’pcosq;)( =0, que

puede ponerse bajo Ja forma siguiente:

—dy [2send (cos ¢ — cos ¢ cos #) — 2 ¢* sen® ¢ sen ¢ sen? . cos ¢]

—d 2 [2sen o (cos v — cos ¥ cos — 2 c? sen ¢ sen? ¥ sen? u cos
: ; : ® : : weosel|

De las ecuaciones (11) y (12) del nim. 4, se deduce que

€08 ¢ — oS ¢ cos 1 = Sen t'gsen.uA?
cos ¢ — CoSs % cos . = sen ¢senpldyg,
con lo cual se convierte la igualdad precedente en esta otra:

do(2sen gsensen nAg—2¢?sen 2 sen’ ¥ sen? p cos ¢ ‘ .
+dt;a(:zsen?senzfasen9A¢—2c’sen’98en¢sen’ =0;

y dividiendo ambos miembros por 2 sen = sen Y senp, en

]

Integrando la ecuacion anterior, se obtiene :

peosy

d':"(5?"'C’seﬂ‘?Sen1*003‘?)4-d‘?(4¢—c’sen?senycos¢)=o,
A?_d?+Aq;dq.v==c’senp.d(sen9sen@).

E (e, %)+ E (e, @):C-}-c’sen?senqasenp.»

Para determinar la constante, haremos ¢ —

dose, por lo tanto, C=E (¢, u) y

9, €D cuyo caso ¢ = p y E (¢, 0) = 0, deducién-

E(e, )+ E (¢, ¢) =E (e, ) -+ c* sen ¢ sen ¢ sen u;

que demuestra el teorema enunciado.

Vemos que la relacion que liga 4 E (e, 3), E (¢, 9 yE (3

: ] AAY lo que justifica que és
prvmera especie, a pesar de la sencillisima representacion geométri

que se verifica entre F (¢, ¢), F (¢, ¥) y F {e, w),

y xz),no es tan sencilla como la
e éstas se consideren como de
ca que aquellas tienen.

FUNCIONES ELIPTICAS DE TERCERA ESPECIE,

13.

! }
Antes de demostrar el teorema fundamental de las funciones elipticas de tercera especie,
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-tenemos.que determinar unaférmuia en que habremos.de apoyarnos. En el ndm. 14 se ha ob-
-tenido 1a ecuacion Sy [

v'A(;d"?:qﬁA@a?:c’seny.d(sengsent;a); (24)‘
(—csen’q)de (1 —c?sen’¢)dy
- Ay

»

Pero. Acdo+Addy =
Yy como (m'nn. 5) ‘

~— + —— =0, se tiene
Ao Ay

: d do
Aede 4 Addy = A—? (1 —ctsen?o —1 4 ¢? gen?e) = ¢2 T'—V(sen’ ¢ — sen? o),
I " <

luego, en virtud de 1a ecuacion (24), se tendr4 :

de
-.sen p.d (sen ¢ sen ¢) = —Aj (sen? § — sen? 5). (25)

. : j;".:i'., - Esto supuesto, para deducir la férmula en que estd basada la teoria de las funciones de
tercera especie, observaremos que

dl(e, a,%) + dM (c, @, ¢) = —— + : =_.( —— )
R - +agen?g)Ae (1+asen*$)Ad Ao \44 asen ¢ 414asen’¢

6 bien..

dmy il . do sen? ¢ — sen?
C,a, % . = >
bl 64 ¢)=a A2 (1 + @ sen’¢) (1 + asen? ¢)

expresion que,-en virtud de la ‘ecuacion (25), se convierte en la que sigue:

d (sen 9 sen ¢) .
. dII(c,a,II)+d[I(c,a,Il):asenyL ( ¥ ) . (26)
ST {1 + a sen?¢) (4 4 a sen? )
. Haciendo sen ¢ sen ¢ — %, sen® ¢ + sen® ¢ = §, el segundv miembro de la ecuacion anterior
se reduce 4
o da
asenp ————— ., (27)

, 14 a8 4-a?a?
Para eliminar 6 observaremos que de la ecuacion (10) del niim. 4 se saca
oo .:o.e08' @ cost s = .cos? w4 2 8en ¢ sen § cos w A i 4 sen? ¢ sen? $(d—ctsenty),
ycomo
cos® ¢ cos® ¢ = (f — sen® §) (1 —sen®{) = { — (sen? ¢ + sen? ¢) + sen? 2sen’ Y =1 —¢& & a2,
se tendrd

3 i-6+a’—_—cos’p.+2acosy.Ap+z’-(l—c‘sen’p)
3

=sen’p.—-zaeosp.Ap-;-a’c’sen’p;
¥, por lo tanio,

) da da
1+a€+a’a".(1 +va-sen?y.)—2acosp.Apc—}-(a’-{-—ac’ sen? gx)a"

Hz:)ciendo, para mayor sencillez, 1 + a sen® . = DyGCOSuAp=gya:+ac sen w.— 7,
Se obtiene: .

da da
{_-i-aﬁ-{-a’z* —p—2qa+ra’.
Si ahora representamos por X (=) la integral

"oa da
J  p—2qatra ’

1]
que siempre puede obtenerse en términos finitos, tendremos, en virtud de las expresio-
nes (26) y (27), ' '

U(ea,¢)+M(c,a, ¢)=C+ a sen u A (Sen o sen ¢).
Para-hallar el valor de'C, bastard recordar que paragp =, % = vy (e, a,0) = o, y obser-

Var que.a =.0.y.X (sen ¢ sen ¢) = 0. Claro s, de consiguiente, que C = 1 (¢, @, p)y 1a ecuacion
anterior vendrd dser o

U (c. a,5) -1t (¢, @, §) = (c, a, 1) + a sen u, A (sen g sen ¢).
Esta férmula es 1a fundamental delas funciones elipticas de la dltima especie.
' M. Parno.




