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FUNCIONES ELIPTICAS.

La dificultad de que los alumnos de la Es-
cuela de Caminos puedan estudiar las nociones
de Funciones elipticas, incluidas en el progra-
ma de la clase dg Cdlculo, en ninguna de las
obras escritas sobre este asunto, nos ha movi-
do 4 redactar el presente articulo, en que solo

Se comprenden los fundamentos de teoria tan
importante.

GENERALIDADES.

——

1. ¥Fesabe que una diferencial cualquiera,
F (2) d z, tiene siempre una integral, pero que
ordinariamente no puede expresarse ¢ésta en
términos finitos, en cuyo caso la funcion de o

: X
representada por f F (2) d 2, es una verda-
. . .

R a

dera trascendente, toda vez que solo puede
calcularse aproximadamente para un valor de-
terminado de la variable. Esto sucede, por

T
. . d .
ejemplo, con / ==, expresion trascenden-

1
te que se ha convenido en representar porl. z,
V cuyos diferentes valores aproximados estdan
dados por tablas construidas ad %oc.

n el mismo caso se encuentran las inte-
grales definidas

@ do

°? ————
V—,——z’ /dql/i—c’sen’?,
e 1—csen’o
0

o .
4 d s N
(1 +asen’c) T _cisent o
. V ?

]

que se denominan funciones elipticas y que
Legendre propuso representar respectivamen-
te por las notaciones

-F(e2) E(c,8) y U(c, g 5).

En todo lo que sigue convendremos en llamar
amplitud 3 la variable independiente s; mddulo
4 la constante ¢ que entra en las tres funcio-
nes; y pardmetro 4 la a, inicamente contenida
en la ultima. Para distinguir unas funciones de
otras en el lenguaje ordinario, llamaremos
respectivamente de primera, egaﬂda Y tercere
especie d las tres funciones F, Ey 1.

2. Antes de pasar adelante conviene que

justiiquemos el nombre de elipticas, dado &

las trascendentes que nos ocupan. Sea una

elipse, fig. 1.", cuyo semieje mayor esO A = a,
Y :

y el semieje menor O B = 5; es claro que su
ecuacion referida 4 los ejes Oz y O ¥, sera:

a? y? + b2 x? =a? b2,
Tratemos de determinar 1a longitud s de un

arco cualquiera, B M, contado desde el extre-
mo, B, del eje menor, tendremos:

e d 2
s:—.f dx 4+(_-l)=
dx
o

T b 2
f dx 1+ —=
g at 2

0
b 2

a® b? (az_mz) =

e
/da: { +
e
[
T
/d:v
]

at — (a’ — b’) x?
——
a? (a2 - mz)
Representando, para mayor sencillez, 1a ex-
: a? — b
a!
ciendo z = ¢ sen ¢, 10 que es permitido, pues-
to que 2 varia entre + ¢ y — @, se-tendra :

centricidad de la elipse, , pore, y ha-

L 1—c*sen’o
= acoseds — =
o i —sen’s.

° . .
a ﬁd?Vl—e’sen’ %»
. 'o R .
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lo que demuestra que 1a longitud Yimscada es
'? ’ . 3 “ c. L.
proporcional 4 / d ¢ /' 1—ct sen? ¢=E(c, )

] .
en que ¢ representa la excentricidad, y ¢ estd
. feod
determinada por la relacion sen g=— Es

evidente, pues, que para_construir el dngulo
¢ correspondiente al arco B M, bastard trazar
1a semicircunferencia A’ K A, levantar la orde-
nadaNMP y unir O con N; el dngulo N OK
sera el buscado, puesto que

oP op
et NOK=senONP=—e —

ON o0a

La relacion notable que se acaba de demos-
trar que existe entre las funciones de segunda
especie y 1alongitud de los arcos de elipse, ex-
plica el nombre de elipticas que reciben las
tres trascendentes (niim. 1).

2- La amplitud o puede tomar todos los
valores comprendidos entre + % y — =, pero
se puede demostrar ficilmente que conocidos
los valores de las JSunciones elipticas para to-

das las amplitudes comprendidas entre o y —;—

quedan determinados los demas.

Para demostrarlo, observaremos ante todo
que si en una cualquiera de las funciones elip-
ticas, en la de primera especie por ejemplo, se
cambia el signo de la amplitud ¢, cambiard
tambien el signo de la funcion sin alterarse

esta numéricamente. En efecto, comparando
las dos integrales

&
a

2

dg —0
_
— 2
e V1—c*sen’o .
o

o

d?
—————en )
—_

V1—c¢?seno

se advierle 4 primera vista que los elementos
€n que ambas pueden descomponetrse, solo di-
fieren en el signo, de suerte que F (e, g) =
—F S, — %), ¥ lo mismo se demostraria que
E,s)=—E {e,—zyl (¢, a,3) =—I{c, g, —3).
Queda pues sentado que, conociendo los valo-
res de las funciones elipticas para amplitudes
posilivas, se determinan los que corresponden
a amplitudes negativas. : )

. Falla probar que todos los valores de las
lunciones eliplicas para amplitudes positivas
Se conocen inmediatamcnte, suponiendo pré-
viamentie determinados aquellos para amplitu-

des comprendidas entre o ¥y —. Empezaremos
2

por demostrar geométricamente el teorema
para las funciones de segunda especie, y ad-
verliremos, para simplificar lo que-sigue, que
cuando el limite superior de las integrales que
representan las funciones elipticas, es igual

a 7 Se dice que las funciones son completas Y

S€ expresan abreviadamente por las notacio-
neski),Ecyn (¢, @), de suerle que:

‘semieje menor sea O B, y admitamos

Foer o). /T—de
(&= c’; —( V1_cx sen’ g’
]

E()= E(c, '-_')=
2/ ¢
°

I (¢, @) = H(c, a, ;) =
2,

o——

24 eV 1=c*sen’s;

]

2. _d° .
(1+asen’s) 1 sen’y
(7] ' .
Esto supuesto, sea una elipse, fig. 1%, cuyo

que se
trate de 1a longitud del arco BA M’ que cor-
responde 4 la amplitud ¢ = K O N’; vamos 4§
probar que dicha longitud puede deducirse en
funcion de longitudes de arcos menores que
B M A. Esto es bien claro, toda vez que

BAM':BAB’-—B’M’:':BBMA—BM.

610 que es lo mismo, amando = al angu-
loNOA,

E(c, §+a)=2E(c)-fE(c,"2—.‘—a).

lo que demuestra que, conociendo los valores
de la funcion E para amplitudes comprendidas

enireo y -121, quedan determinados los que cor-
responden & amplitudes comprendidas en-
tre —y=.

R4

Si se tratéra de un arco correspondiente 4
una amplitud comprendida en:ys—zf, porejem-
plo, del arco B A B’ M”, se tendria:

BABM' =BAB +BM =92BA +BM,

ébienEl—c,-.:-;.(:—a)]-—-?E(c)-{-
_ 2

E(e, - a), férmula que se convierte en la
2

que sigue, cambiando -2— —z, ena:

E(,=+ %) =2E (¢ - E (¢, 2).

Asi se continuaria si se tratase de amplitudes
mayores. »

Las funciones de primera y de tercera espe-
cie no se prestan 4 representacion grafica in-
mediata, siendo necesario recurrir, para de-
mostrar respecto 4 ellas el mismo teorema, 4
consideraciones analiticas. Sea A el coeficiente
de d = bajo el signo integral, en cualquiera de
las funciones.elipticas, por manera que
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-3 . R
f A 2 7 sea una de aquellas, y represente-

o
mos por a una amplitud comprendida entre

oy g—,_tendremos:

-
™

= +a
2ad 9+ﬁ Ado=

™~

] :i-*,.a
Ado=

o [}
2
2Ad9+f'lu?—f‘futq %
< .
-0

: z e
pero es.fzicilvenq.ue/zAd«;:f'Ad?
o <
2
o .g_'.a
yquefAdr;:f A d ¢, obser-
(4]

S
vando que, en virtud de la naturaleza de la
funcion A, los elementos que componen los

segundos miembros son exactamente iguales |

4 los de los primeros, con la sola diferencia de
que se presentan en un dérden inverso. La
igualdad (1) puede, pues, trasformarse en la
siguiente:

:-—2-'4‘“ —é—
J Ado=2 Adg—
o 1]

/F
4 (2),
o

formula que permite determinar los valores de
las funciones elipticas de cualquiera especie

-—

Adg

para amplitudes comprendidas entre -; Yy =

cuando se conocen los valores que correspon-

den 4 amplitudes variables entre oy —;— Si se

tratase de amplitudes comprendidas entre = y
= . =

3 . ®
——, cambiariamos en.a férmula (2), = en—--a;. ‘
2 ‘ -2 ‘| fundamental de trigonometria esférica, aplica-

y se obtendria

=+
f Ad?—_—
[ o [
2 .z .
2fA.ds-+f Ads . (3);
fs o

N
Adg— Ado=

haciendo igval cambio en. esta expresion, se
llega 4 la siguiente: ~

-

3‘:+¢ il :'-i-:x
/ 2 Ade=2 2 Ado+ / 2ado=
e e
0 o .

/]

k1l (1
2 2
4f—Ad9— [ 2 Adsy (4);

[ o
del mismo modo se hallaria

2T+ a : ‘a
Ado=4g Adoe+ Adg,
e 4 c
¢ A

[}

y asi se continuaria sucesivamente.

Las férmulas (2), (3) y (4), pueden escribirse
del modo siguiente, aplicdndolas, por ejem-.
plo, 4 las funciones de 1.® especie :

F(c) -;‘_""‘1) = 2F(c)—F(c, -;;—c:),
F(C,‘T! -+ a)= 2F(c)+F(c, a),
F(c, ‘:+a)‘= 4F‘(c)-F(cv, %—a),
F(c,27:+a)..= 4F(c)+F(c, a),

expresiones que completan la demostracion
del teorema euunciado al principio de este
nimero.

o|%

FUNCIONES ELIPTICAS DE PRIMERA ESPECIE.

FUNCIONES DIRECTAS.

i El teorema que sirve de fundamento para

‘| el estudio de las funciones. elipticas directas de

primera especie, y el unico que daremos 4 co-
nocer, consiste en que las funciones F (¢, <),
F (¢, ¥) Y F (¢, w), cuyas amplitudes, ¢, 4 ¥ p. sa-
tesfacen ¢ la condicion  ~ - :

cos == cos pcos ¥ —sen s send Vi—clsen’ g (3).
.estan ligados por la igualdad '

F(,w)=F (e, 0) +F (e, ¢).

Antes de demostrario, observaremos que lare-
lacion (5) no es otra cosa mds que la-férmula

'da 4 un tridngulo cuyos tres lados fuesen o, ¢
Y&, yen el cual el angulo C, opuesto & i1, ese
‘tuviese dado por la ecuacion v

sen C=csen u 6 cos C‘=—\/l—c’ sen? p..

‘De aquf se deduce que; si'llamamos A yB4 los:
‘dngulos opuestos: respechvat]x;emea.qacy ¢, ha-
1 . ; . 8en B: _

“|ibrd de tenerse

sen A . A =e d
seny senVy senp
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10 que es 1o mismo,.

cos A==/t —c?sen’s, cosB==-\/T—c?sen? [N

y por lo_tanto habrdn de verificarse las ecua-
ciones siguientes: ;

cos g==Cos Y cos = sen & sen . Vi—csen’c. . (6)
cosy=cos ¢ cos p. =sen ¢ sen i \/T—c*senzs.. . (7).

Lasamplitudes ¢, ¢ y u» podemos suponer que
varian tan solo entreo y % , toda vez que una

funcion eliptica cualquiera podemos reducirla
d otra cuya amplitud satisfaga 4 esta condicion;
Y en esta hipdtesis se vé con facilidad que los
radicales de las férmulas (6) y (7) deben tomar-
se con signo positivo. Efectivamente, siendo
¢, ¥ ¥ = menores que unrecto, todas las lineas
trigonométricas que entran en las expresio-
nes (5), (6) y (7) seran positivas, deduciéndose
de la primera que
€OS p. < COS @ €OS ¥ (8).

Ahora bien, si en el radical de la férmula (6) se
tomdra el signo — resultaria que
" cosep<costcosm  (9),

y multiplicando ahora las desigualdades (8)
Y (9) se llegaria 4

Cos P cos i <<cosgpcospeos’dy 6 4<<cos?d,
resultado absurdo. Lo mismo se probaria que
en la expresion (7) debe adoptarse el signo po-
sitivo; las magnitudes ¢, ¢y » estardn, pues
ligadas por las siguientes ecuaciones: :

€OS . ==coS ¢ coS ¥ —sen ¢ sen % V4i—c2gen?p (10)

€08 ¢ = CoS ¥ cos u -} Sen ¥ sen . \/1 —c?sen’c (11)

€os ¥ = coS ¢ cos . 4 sen ¢ sen w \/1—c’sen’ ¢ (12)

5. Sentado lo que precede, pasemos 4 la
demostracion.del teorema fundamental.
~De 1a ecuacion (10) se deduce.

COS |~

J
=cotocot ¥ — ’l—-—c‘sen’y.,
© sen ¢ sen ¥ V

expresion que diferenciada, considerando 4 «
como constante y ¢ y ¢ como variables, dd:

cos i

v y—— (sen ¥ cos cde+senpcostdd) =
s .

—cotvde cotedd
—_ - , 0 bien
sen? ¢ sen? ¢
dg
- —— (sen & cos % cos p. — sen ¥ cos ¥)
"sen? ¢ sen® Y
dy

(sen 2 cos ¢ cos . — sen 3 cos ¢) =o,
sen? csen?< )
que se reduce 4
sen ¥.d ¢ (cos ¢ — cos ¢ cos p.) +- .

sen v d ¢ (cos g — cos § cos ) =o. (I3
Pero, en virtud de las ecuaciones (1) y (12) se

.

tiene:

CoS ¢ — cos ¢ cos 1. = sen < sen w V1i—csen?s,
} ——
COS ¢ —— COS © COS |+ = Ssen ¢ sen Vﬁ —c? sen? U,

expresiones que sustituidas en la (13) dan lu-
gar 4 la siguiente ecuacion : ’

sen ¢ sen ¢ sen u dg:\/i —c*sen?y +
sengsenysenpd Y /1 —c?sen’c =0,
6 hien, - '
T—c'sen’y + d ¢ | /T—csen? 5 =o,
que puede ponerse bajo la forma
d o d ¢
+ = =
Vi~c¢'sen’s . Vi—csen?
Integrando esta ecuacion diferencial, en la
que las variables estdn separadas, se deduce:

*? ]
de - iy c
s Vi—=csen’c ¢ o Vi—=csen’y
6 F(,9) +F(,¢)=0C (14).
Para determinar la constante, hagamos en
esta ecuacion ¢ =o, en cuyo caso 9 =, en
virtud de la igualdad (10); resultara

F (e, ») + F (¢, 0) = C,
de donde se desprende que C = F (¢, »), aten-
diendo 4 que F (¢, o) = o. ¥
La ecuacion (14) se convierte, por consi-
guiente, en
F,9) +F(c,¢) =F (c, ),
que demuestra el teorema enunciado.

= O.‘

FUNCIONES INVERSAS.

6. Vamos 4 dar 4 conocer algunas propie-
dades notables de las funciones eliplicas inver-
sas de primera especie; pero dntes es preciso
deducir una férmula en que habremos de apo-
yarnos.

En las expresiones (10), (11) Y (12) del nume-
ro 4, hagamos, para mayor sencillez,

—

1/1 —csen*u=Ap,Y1 —c'sen’9=Ao0y
VY1—cgen? ¢ =AY,

con lo cual se convertirdn en:
cosp=cosecosy—senosen Ay (I5)
CosSp=cosycosp+ Senysen e (16)
€0s Y == oS % CcoS & - Sen 2 senun A¢ . (17)

Muiltiplicando por cos ¢ los dos miembros

de la ecuacion (16), per cos ¢ los dos de la (17,
¥ restando los resultados, se obtiene:

cos’ o —cos’ ¢ ==sen Y Sen u cos o A o —
sen ¢ sen i cosY A ¢, )
de donde

cos? ¢ — cos? ¢
sen g =

b}

senycospdc—sengcosPAd

valor que puede sufrir las siguientes trasfor-
maciones: .

T T

oy

N YU
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(cos? ¢ — cos?® ¢) (sen ¢ cos ¢ A © 4 sen pcosyAd)

sen p =

sen’ ¢ cos® @ (1 — ¢ sen?® ¢) — sen? ¢ cos? ¢ (4 — ¢? sen® Y

(cos? o — cos? ¢) (sen ¢ cos ¢ A © + sen 9 cos ¥ Ad)

sen® ¢ cos? ¢ — ¢ sen? © sen? ¢ cos? ¢ — sen? 9 cos® ¢ 4 ¢* sen? ¢ sen® ¢ cos? ¢)

. (cos? o — cos? ¢) (sen ¢ cos 2 A © 4 sen pcos Ay
sen p =

cos® ¢ (1 — cos? ) — cos? ¢ (1 — cos? ¢) — ¢? sen? ¢ sen® ¢ (cos? ¢ — cos? §)

(Cos? ¢ — cos? ) (sen ¢ cos ¢ A o + sen 2 cos ¢ Ad)

’

(cos® ¢ — cos? ¢) (1 — ¢? sen? ¢ sen? )

y finalmente,

- senpcos YAy 4 sendcospAg

sen . == (18).
1 — ¢? sen? ¢ sen? ¢

7. Sihacemos Haciendo andlogamente
v=F (¢, ¢),

se dird que u es la funcion eliptica COTITespon- | se tendrd:
diente & la amplitud o, Y para oblener la fun-
glog mvel;ésa bastaria, si se conociese laf forma Y=amovyp=amw;

e X, en terminos finitos, deducir ¢ en funcion - N
de ». Como esto no es posible, se ha conveni- | Per0 como, en virtud del teorema fundamen-

. : tal de las funciones de primera especie, se
do en representar dicha inversa por tiene que w = % + o, resultard que

v=F(, ) yw=F(cqp,

¢ = am u,
enla cual las letras am. son las iniciales de

amplitud, y la variable independiente es la %, | Sustituyendo en la férmula (18) del nim. 6 en
esto es, 1a funcion eliptica. vez de ¢, ¢ y i, sus equivalentes, se tendrg

p.—_—am(u-o-v). .

Sen am %. cos am v. A am v - sen ain v. cos am u. A am u
senam (u -+ v) =

(19).

{ — ¢? sen? am u. sen® am v

Cuando el médulo ¢ se reduce & 0, 1a férmula anterior se convierte, teniendo en cuenta que
en este caso

am % =y, am v=v, am (u +v)=u+o;Aamu=Aamv=Aam(u+v)=i,
en la siguiente, que es bien conocida,
sen (4 4- v) = sen % €os v 4 oS u sen v,

Si en la férmula (19) cambiamos el signo de » y observamos que cuando una funcion eliptica
varia de signo, varia tambien el de la amplitud, se llegara al resnltado siguiente : »

: ‘ Sen am 4. cos am v, A am v — sen am v. cos am u. A am u
sen am (4 —¢v) =

1 — ¢? sen? am u. Sen? am v i

de guyg formula se obtiene, como en el caso anterior, la correspondiente en la trigonometria,
es decir, -

sen (4 — v) = sen % c0S v — COS u sen v.

" Andlogamente pudieran haberse deducido ejemplo, es periédica para valores reales de

las expresiones de %, pero_en el momento en que se cambia % en - -
cos am (u == v), tang am (u == v), ete., %}/ =1 es sabido que sen %}/ =1 se convier-

y sieglpre' lll)lllbiéramos venido 4 parlar }dla te en una eXPOgEECiale'PUGStO que
misma notable. consecuencia de que Zzs fdr- —_— - . .
mulas qus se emplean para la trasformacion | 560 vV =i= 2y/—1 ' due deja de ser pe-
las funciones trigonométricas mo S0% Mas | rigdica para valores reales de la variable. La

gue casos particulares de las relativas d la | funcion exponencial e es, por el contrario,
trasformacion de las funciones elipticas in- periddicapara valores imaginarios, toda vezque
versas de primera especie. T /=7 —_ .

8. Una cosa semeéjante podemos decir acer- | ¢ =cos % 4-}/—1sen %, y deja de ser- -
ca de las principales propiedades de las funcio- | 1o para valores reales. Pues bien, la funcion
nes trigonométricas. La funcion sen %, por { sen am # y todas las andlogas satifacen 3 1a
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condicion de periodicidad, tanto para una série
de valores reales como imaginarios de #.

Probémoslo primero para valores reales. |

Designemos por -—:— la funcion. completa F (¢):

en virtud de las férmulas deducidas al final del
numero 3, podremos poner, haciendo, en ge-
neral, F (¢, a) = u: ' _ o

F,a)=u
F(@,27+a)=4F(c)+F(,a)=u~+20
F(,4c+a)=8F (¢) ~Flc,a) =u-+4w

R I R T I S S N

F(,2k=+a)=4kF (c) +F(ga)=u+2kw;
pasando 4 las funciones inversas, se obtiene:
a=—am u. '
2= +a=am (¥ + 2 w)
47 -+ a ==am (u'+ 4 w)

2k +a=am (u+ 2k w),

y como los senos de los primeros miembros

son iguales, lo_serdn tambien los de los segun-

dos, deduciéndose, por lo lanto: _

Sen am u=sen am (u +2 w)==sen am (u + 4 w)=,,,
«.==Sen am (¥ + 2 k w),

férmula que demuestra que la funcion sen amw
recibe valores idénticos para valores-de % que
difieran en 2 % w, siendo £ un numero entero
cualquiera.

Pasemos 3 demostrar el teorema en el se-
gundo caso, esto es, cuando % recibe valores
lnaginarios.

Cambiemos de variables en la expresion di-

. Q .
ferencial : , haciendo

1 —c?sen? o

sen ¢ = V— 1 tang 6 (20)
=1 (1),

observando que esto tiltimo siempre es posible,
porque, representando el modulo' la excentri-
cidad de una elipse (nim. 2) sera constante-

mente menor que la unidad. De la ecuacion (20)
se deduce

de=\/—"7 __ 38
=V cos ¢ cos? 6

c°5?=V:l+tangzﬁ=co: 5"

¥; Por consiguiente,
de=V=1_45
cos

Sustituyendo los valores de 4 ¢, ¢* yseng en
Ia expresion diferencial de las funciones elip.
ticas de 1.® especie, se obtiene:

ds : a0

== =
Vi —c*sen®o cos 0§+ (1—=c%)tg? 6
ae - '
Vet —re——
Vi —c?gen?6

- é intregrando,
F,¢)=y=iF (c. 8) + C;
Yy como la constante es nula, porque para
-¢ =0 se tiene 8 =9, por la ecuacion 20), y
ademds-F (¢, 0) = o, resulta:
F(e )=V =1F(c,9),

F (c, %) =“V"—4
haciendo F (¢', 8) = u,

Pasando 3 la {uncic}n inversa, y poniendo
dentro de un paréntesis el médulo & continua-
cion del signo em para diferenciar las amplitu+

des que corresponden & diversos mddulos, se
tendrd :

D

© = am (u —1,¢c),
¥ tomando los senos de ambos miembros:

e

sen @ == sen am(u - 1i,c/,
Y, atendiendo 4 la ecuacion (20),
sen am (u V= i, c) =V=1 tang 6,
6 1o que es lo mismo,
sen am (u V= 1, c) = V= 1:tang am (u, ¢’) (22).

Aplicando ahora 4 tang am (, ¢') el teorema
que se ha demostrado ya, relativo 4 l1a periodi-
cidad para valores 'reales de %, tendremos, re-

presentande por —‘%— la funcion completa F (¢):

tangam (u, ¢’) =tangam (u+2¥'w’,¢') (23),

siendo 4’ un nimero entero cualquiera.

Ahora bien, siendo unaidentidad la igualdad
(22), podremos cambiar en ellaven #+ 2 A o',
con-lo cual se convertira en

sen am [(u +2F% w')-\/——;_i-, c]f =

V—1tangam (u+2 ¥ o, ¢) (21).

Y como los segundos miembros de las.ecua-
ciones (22) y (24) son iguales en virtud de la 23y,
tambien lo seran los primeros, resultando:

sena.m(u \/——I, c)=senam[(u + 2K ) \/:;,c]~

Siendo iguales los médulos correspondien-
tes 4 las amplitudes que entran en los dos
miembros de esta ecuacion, no es necesario

ponerlo en evidencia, pudiendo escribirse asi,
sin que se preste & duda de ningun género:

sen am (u &/;_])=senam[(u+2k'm) \/:;] ,

Haciendo en la expresion anterior % = o, re-
sultara:

senam(z KoV— i) == §en.am 0.= sen 0= o,
cos am (2 K oV— 1) = €08 M 0 == C08.0 = {
Aam(z k’m’\/:-l)‘=.\amo_=i, ‘

v si en la férmula (19) del nim. 7 se pone
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v = 2 & v'V— 1, teniendo en cuentalasiden-
tidades anteriores, se obtendra: -

sen am (u + 2 K w \/— 1) = sen am ,

que prueba la periodicidad de sen am %, cuan-
do u, pasa por una série de valores imagina-
rios.

9. Se puede llegar muy ficilmente 4 una
formula que resuma la doble periodicidad.
Basta para ello cambiar en la anterior % en
%+ 2% w,siendo Z un nimero enteroy w =F (),
con lo cual sabemos que no se altera: asi, se
obtiene

'senam (442 k w) =sen am (u+2l.:w+2k’w' \/:);
y como

senamu=senam (u 4 2 k w),
serd, en tllimo resultado,

sen am ¥ = senam (u-{- 2wt 2k 0V 1) .

10. No entraremos en 1la explicacion de
¢cOmo se construyen tablas de valores de la
funcion F ¢ de la.inversa sen am %, para un
mddulo determinado, pero lo que precede bas-
ta para que se comprenda las muchas simplifi-
caciones que en los métodos ordinarios para la
aproximacion de cuadraturas pueden introdu-
cirse.

(Se concluira.)

M. Parbo,

FERRO-CARRILES ECONOMICOS,

Tomamos de los Apéndices 4 la Memoria so-
bre ferro-carriles econdmicos (1) de los sefio-
res Arnao, Vildésola y Rodriguez, la siguien-
te nota sobre el sistema Fell, aplicado & la via
férrea franco-italiana en el paso de los Alpes,
que se ha abierto en estos tultimos dias & la
explotacion. Despues publicaremos el resulta-
do de los experimentos practicados, & que han
asistido, comisionados por el gobierno espa-
110], nuestros compaiieros los Ingenieros sefio-
res Barron y Aramburu.

LOCOMOTORAS CON ADHERENCIA SUPLEMENTARIA.

SISTEMA FELL.

La adherencia de 1a locomotora, segun hemos di-
cho en otras ocasiones, es el intermedio necesario
delesfuerzo de traccion. Aumentando este a me-
dida que se disminuye la velocidad, la experiencia
ha demostrado que, cuando esta baja de cierto lie
mite, Ia maquina necesita de 1a adherencia debida &
todo su peso para poder utilizar su potencia dinimi-

(1) Véase. el niim. 22 del aiio 1867.

-ca, y aun aqueél resulta con frecuencia -insuficiente
Como el peso, favorable 4 la adherencia, constituye
una resistencia en las rampas, era natural que se
presentase 4 los Ingenierosla idea de obtener esa
adherencia independientemente, hasta cierto punto,
del peso de la maquina. Varios son los sistemas que
-se han propuesto para este objeto, no ya en los 1l-
timos tiempos, sino aun antes de la generalizacion
de la locomotora y en los primeros afios de su em-
pleo. Entre estos sistemas, el anico en que parece
que las ventajas pueden superar a los inconvenien-
tes, es el aplicado actualmente en el ferro-carril
provisional del Monte Cenisio, y que consisteen co-
locar en el eje de la via un tercer carril, sobre el
cual giran ruedas horizontales, fijas 4 1a maquina,
J cuya presion sobre dicho carril puede variarse &
voluntad dentro de ciertos limites.

Esta idea no es nueva. En 1830 se concedié privi-
legio de invencion para plantearla al Ingeniero in-
glés Vignoles , conocido en el continente por el car-
ril que lleva sunombre, y al Ingeniero sueco Eric-
sson, el inventor de las miquinas de aire caliente.
En 1840 se concedié nuevo privilegio & otro inglés,
Enrique Pinkus, En 1843 propuso el baron Seguier 4
la Academia de Ciencias de Paris el empleo de un
tercer carril para aumentar la adherencia ¥y la se-
guridad de la traccion en los caminos de hierro, ob-
teniendo en 1846 un privilegio de invencion. En 1847
se concedié en Inglaterra otro & A. V. Newton. Por
ultimo, en 1863, Mr. Fell solicit y consiguié dos
privilegios con el titulo de mejoras de las mdquinas
locomotoras y de los carruajes de los ferro-carriles, lle-
vando por primera vez la idea del tercer carril al
terreno de 1a practica, y construyendo una locomo-
tora, que fu¢ ensayada en Inglaterra en el camino
de Cromfort a Peakforest.

La linea de ensayo tenia 830 yardas (770 metros)
de longitud. Habia en ella un trozo en linea recta
de 180 yardas (167 metros) econ inclinacion de 74 mi-
1ésimas, y otro de 150 yardas (230 metros) en cur-
vas de radios variablesde 2 1/, 4 3 '/» cadenas (50 a
70 metros) con inclinacion de 83 milésimas. El an-
cho de la via era 1,m10. Entre los dos carriles ya
igual distancia de ambos, se coloeé un tercer carril
de doble cabeza, 4 una altura de 0,m487 sobre el ni-
vel de la cara superior de los carriles de la via.

La méquina ensayada llevaba cuatro ruedas hori-
zontales que se apoyaban sobre el carril central,
movidas por dos cilindros interiores especiales. Las
ruedas verticales marchaban como en las locomoto-
ras ordinarias, sobre los carriles, movidas por dos
cilindros exteriores. La presion ejercida por lasrue-
das horizontales sobre el carril central equivalia &
una adherencia de 12 toneladas. El peso de la ma-
quina era, en marcha, de 16 toneladas. Segun el in-
forme presentado en 1865 al Board of trade por el
capitan Tyler, esta méquina, trabajando con una
presion de ocho atmésferas, pudo remolear siempre
una carga de 24 toneladas en la linca de ensayo, y
en algunas ocasiones hasta 30 toneladas o
~ Cuando no se empleaba la ‘adherencia artificial,




