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Resolucion grifica de la ecuacion seneral
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L

En los Nuevos Anales de Matematicas hemos
visto una NoTa sumamente curiosa sobre la
resolucion grafica de ecuaciones de un grado
cualquiera, y sobre el instrumento que E. Lill,
capitan de ingenieros al servicio del Austria,
ha presentado en la parte militar de la Expo-
sicion de Paris. .

H¢ aqui el principio en que se funda dicho
método. Sea la ecuacion general:

m m—1 m—2
4T +bx +cx + ...+ gx+Ek=0...(),
en la cual, 4, &, c..... g, % son coeficientes nu-
méricos positivos 6 negativos : se trata de de-
terminar zalores reales de z (pues solo & las
raices reales se aplica el procedimiento que
vamos 4 exponer), que sustituidos en la ecua-
cion (1) la satisfagan, es decir, la reduzcan &
la identidad 0 = 0.

Para ello, tomemos desde un punto arbitra-
rio O (fig. 1), sobre una recta, y hacia la iz-
quierda, por ejemplo, una longitud O A = ¢,
que para mayor sencillez supondremos igual
al.

Perpendicularmente 4 O A, tomemos otra
longitud A B = 4, hacia la izquierda (miran-
do 4 la recta A B desde O), si & es del mismo
signo que @, y hicia la derecha si es de signo
contrario.

Perpendicularmente 4 A B tomemos BC=c¢,
hicia la izquierda (mjrando 4 la recta B C des-
de A), sic es del mismo sizno que 4, y hacia
la derecha, si es de signo contrario.

Continuando esta misma coastruccion para
los derds coeficientes 4, ¢, f..... g, &, llegare-
mos al fin & un puunio K, y habremos formado
un contorno poligonal O A B C..... G K, en
que el wrimero de lados serd igual al de coefi-
cientes de la ecuacion (1), es decir, m - 1; las
longitudes de dichos lados seran iguales nu-
méricamente (6 proporcionales) 4 dichos coe-
ficientes ; los dngulos del contorno, rectos; y

el sentido en que se cuenten los lados se de-
terminard comparando el signo de cada uno
con el del anterior.

Ahora bien:

1.2 5% se puede ir del punto O al punto K,
siguiendo OTRO CONTORNO poligonal rectangu-
lar O A'B' C..... G’ de m lados, cuyos vértices
consecutivos A', B, C..... se apoyen respecti-
vamente sobre los lados A B, B C, C D..... del
coxTorNo PriMITIVO A B C..... K, la longi-
ud AA’ (tomando siempre ¢ a por unidad), i

mas en general la relacion

01’ Serd una rais

real de la ecuacion propuesta.

2.° A cada CONTORNO RECTANGULAR que pue-
da trazarse desde O ¢ K por los lados A B,
B C..... corresponderd une raiz.

3.0 Les raices serdn positivas st los pun-
tos A’y A", A'..... caen @ la derecha de O A,
y negaticos si escoS puntos se hallan ¢ la iz-
quierde , como A", por ejemplo.

Asi,enla figura 1.%, que por las dimensio-
nes que hemos dado al contorno corresponde
4 la ecuacioa

©—6x?+~1 o —6=o0,

hay tres contornos posibles, O A’ B' K,
OA”"B"K, O A" B"”K, vy 4 cada uno corres-
ponde una raiz real: AA’= + 1 para el pri-
mero; A A” =+ 2 para el segundo; A A" =+3
para el tercero.

En resumen, el problema queda reducido &
partir .desde O, y marchando siempre en an-
gulo recto, llegar, pasando por los lados A B,
B C....., al ultimo punto K:si A’es tal, que
el contorno correspondiente cumple con esta
condicion, A A’serd una raiz; no lo seraen
el caso contrario. . '

Los Vuevos Anales no dan la demostracion
de esta regla, pero es bien facil hallarla.

La marcha que seguiremos sers la siguien-
te: 1.° demostraremosla exactitud del teorema
para las ecuaciones de segundo grado; y 2.°,
probaremos que si es verdadero para la ecua-
cion del grado z, lo serd para la del grado
m~+1, con lo cual quedara demostrado en ge-
neral. :

v
|
1
i
l
|
i
4
1
.
:




210

REVISTA DE OBRAS PUBLICAS.

L. Sea la ecuacion de segundo.grado
ax® +bx+c=o,

en la que, para fijar las ideas, supondremos
@..... positivo,
b..... negativo,
C..... POsitivo;
ysea O ABK (fig. 2.%) el contorno correspon-
diente : supongamos que A’es un punto ele-
gido de tal modo que O A’ K sea recto.
En el tridngulo O A A’ tendremos

AA'=0AtgA'0A4A; (2)
enel K B A’
BEK=A'BtgKA'B=A'BigA’OA;
de donde
' BK

A'B= —_;
g A0 A

(3)
pero

ABu=A A+ A'B,
luego sustituyendo los valores @y ®

BK
AB=0AWA OA + ——
tg A’ 0 A
Poniendo
OA=a,
AB=—%,
BK=c¢,
tendremos
4
—b=atgAa0A +—
tg A'0 A

de donde se deduce

a [tgA’OA] -+ b[tg.&'OA]-f—c:o:

lo cual demuestra que ?7 A’0 A esraiz de la
ecuacion dada, puesto que sustituida en vez
de 7 la satisface.

Es claro que si suponemos 0 4 — 1
tendremos

raiz=1g A" OA =24 A"

II. Demostremos ahora que si el teorema
es cierto para una ecuacion del grado m, lo
sera para otra del grado 7 —+ 1.

Sea la ecuacion del grado m + 1

m--4 m m—1

8x +bax +cx 4., +fx g+ k=o, %)

Y representemos por O A B C FGKsu
contorno, que contendra 7 «+ 2 lados.
Supongamos que O A’ B C..... F" K esotro
contorno, cumpliendo con las condiciones ya
explicadas, y vamos 4 demostrar queig A'OA
CAASIOA — 1) es una raiz de 1a ecua-

L

cion (4); es decir, que se tiene, representando

para abreviar por.z.el angulo A’ 0 A,
N M1 m m—4
a [tg:z:l +b I:tga] “+c [:tg:z] “+...
. 2 )
o f [tga] +gl:tga] + k=o.

En efecto, podemos considerar 40 A BC.....
FF’, qne s6lo tiene m + 1 lados, como un con-
torno primitivo de la ecuacion del grado m
cuyos coeficientes sean

04,AB,BC,CF.... FF",
es decir,
a, b cd..... —FF’;

de suerte que dicho contorno O A B C.... F F'
pertenece & la ecuacion del grado m

m m-1
ax +bx

m—2
+CT ... =+ fx—=FF' =o.

Pero esta ecuacion es del grado 7 y el con-
torno O A* B’ C'..... F’ termina en F’ luego

9 A'0 A = {g « es raiz de dicha ecuacion, ¥
resultard

m m—1 m-2
a [!g a] + b I:w::' + ¢ [!gm] ...
-F-f[tgz] —FF =o (5)-

Ahora bien,
FFF=FG—FG=—g—FG,
¥ del tridngulo F’ G K se deduce
GK=FGtKF G,
de donde
GK
GEF G

pero la direccion de G K indica que el coefi-
ciente £ es positivo, luego

GK=kFk:

F ' G=

por otra parte
ang K F' G=4ng.° A’ 0A ==«

Puesto que tienen sus lados paralelos; luego

k
FG= :
L tg=
¥ por consiguiente
k
FF=—g— .
tgx
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Sustituyendo este valor de F F en la ecua-
cion () tendremos

m m—1
a [tgz_] + b [tga] [tgz .
...+f[tga]+g+ =0,
tg =

¥ quitando el denominador,
m—+1 mn mn—i
[tg z] [tg :4] “+c [tga —+...
: -
e + f[tgz:] +g [tgz] +k=o,

que es precisamente lo que nos proponiamos
demostrar.

Un método anilogo se seguiria si F' cayese
4 la derecha de G, si g fuere positivo, %z nega-
tivo, 6 si el ultimo lado G K fuese paralelo
4 0A.

II.

Instrumento inveniado por el Capitan Lill.
—=Se compone de ties portes: una placa fije
EE’ (véase la fig. 4.7, que representa las dos
proyecciones del mecenismo) ; otva e & géraco-
7i@ sobre la primera ; y por uliimo, un cristal
mate y traspavente F F’ fijo tambien.

El mecanismo da el modo de medir la can-
tided angular que 12 placa e ¢’ gica alrededor
de su eje; basta para ello que EE’ contenza
un circulo graduado y ¢ ¢ una linea de ie, 6
vice-versa.

En la cara superior de la placa giratoria e¢’
hay trazada una cuadricula rectangular por
paralelas de milimetro en milimetro.

Para resolver una ecuacion dada se comien-
za por hacer coincidir la linea de fe con el

cero del }imbo : una de las cuerdas tendra la-

direccion O M.

Despues se marcan sobre el cristal FF’ como
sobre una pizarra, los puntos A, B, C..... K,
de modo que se tenga O A = ¢, A B=2,

B C = c....., o cual es sumamente ficil por la.

eunadricula inferior.

Asi se traza el contorno O A B C K re-
lativo 4 la ecuacion propuesta.

Hecho esto se afloja el tornillo de presion y-
se mueve lentamentie el circulo ¢ ¢ hasta que:

por primere vez un contorno O A’ B..... (figu-

ra 5.%) se ajuste al O A B C..... K: este con-
torno correspondera & una raiz, y el valor de:
esta se obiendrd leyendo el a,ngulo descrito

M M’, v determinando su fangente.

Continuando- el movimiento de giro hasta
completar 180, y leyendo la graduacion cada
vez que un contorno de la placa moévil ajuste
al O A B C..... K del cristal, obtendremos to-
das las raices reales con su signo.

Claro es que estas operaciones exigen algu-
nos tanteos, pero se comprende que no deben
ser dificiles.

II1L.

Sin acudir al mecanismo que acabamos de
describir, el teorema fundamental da el medio
de obtener griaficamente todas las raices rea-
les. En efecto, se sabe que si igualamos el pm-
mer miembro de una ecuacion & una varia-
bleY, ¥ construimos la curva C'C (fig. 6.%) que
tiene por ecuacion

m m—1 A m—2
Y=0z +bx +cx —+...gx+k
las abscisas z,, 2., Z;....., de los puntos
B, A’, A, B en que dicha curva corta al eje
de las #, seran precisamente los valores de
las raices reales, puesto que para estos valo-

res Y, ¥ por lo tanto a:vm+ b ... + &,
se reduce 4 cero.

Este procedimic .0 es sumamente pesado,
porque para traza. la carva por puntos hay
que sustituir en vez de z la série de valores
suficientemeate pedximos O p, O ', 0 2".....
¥ hay que calcular para cada uno el valor cor-
respoundiente m p, m' p’, m" p".....de Y, ope-

raciones numéricas largas y enojosas.

Por el coatrario, (hcho sistema seria muy
sencillo si hubiera un medio de obtener el va-
lor de Y correspondiente & otrode , sin elevar
en cada caso, es decir, pare cada valor de z,
esta 11ltima variable 4 las potencias m, m—1,
etcetera, multiplicar los resultados por @, 2,
¢...... y sumar los productos. '

Precisamente el método de Lill d4 el medio
de ejecatar con suma rapidez esta complicada
operacion, puesto que resuelve por medio del
contorno fijo el sxt,mente problema:

Dada wna ecuacion algebrdica del grado m

m m—1 m—1
ax +bx +cx Fww.+gxH+k=0o

determinar el valor del primer mzembro para
cualquier valor z, de .

SeaOABCD EK (fig.7.%);el contorno cor-
respondiente: tomemos (suponiendo O A = 1)
A A’ = 2,y tracemos el contorno rectangular
0 A’B' C'D’ E”: es decir, A’ B’ perpendicular

.4 0 A’ hasta que corte & B C, B" C' perpendi-
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cular & A" B hasta que cortea C D, etc., claro

to, que determinase su dominio, que evitira

es que o siendo z raiz de la ecuacion, sino | 10S abusos que se cometian, que sefalira ola.

un valor cualquiera, el punto E’ limite de este
contorno, 6 de otra-manera, el en que eorte
D’ E"al lado E K, sera distinto del punto K.
Del teorema fundamental se deduce que A A’
esraiz de una ecuacion del grado m, cuyo con-
tornosea O AB CD E E/, y los coeficientes
a,be....g,EE;
luego
m m-—1 m—2 .

ax; +bx; +c® +. +ge, +EE =o,

de donde

m m—1
a%, +bx, —+....+ gz, =—EE"

Sustituyendo este valor de los Primeros
términos en
m m—1
Y,=az, +bx, —... +yax, + k,
tendremos
m m—1i
Y, =ax, +bx, +.... +gx + k=
k—EE =KE".

Luego el resuliado Y, de sustituir un valor
X, en vez dex en el primer miembro de una
ecuacion, es la disiancia del 1iicimo punto del
contorno correspondiente d x,, al extremoK del
contorno fijo. '

Basta pues para construir la curva (fg.6.%)
£jar varios puntos A7, A”..... sobre A B, (figu-
ra 7.%); determinar los correspondientes E’ E”
Ytomar A A, A" A", A A, por abscisas, y
KE,KE", KE™".... por ordenadas: uniendo
todos los puntos resultantes, ¥ determinando
los de interseccion con el eje de las z, se halla-
ran las raices buscadas.

Seran abscisas positivas, por ejemplo, los
valores A A’.....; y los contados en la prolon-
gacion de A B corresponderdn 4 abscisas ne-
gativas.

Del mismo modo K E..... seran ordenadas
positivas, y negativas las que resulten en pro-
longacion, como, por ejemplo, KE”,

J. E.

e ee————

APUNTES SOBRE LA LEY DE AGUAS,
PROMULGADA EN 3 DE AGOSTO DE 1366,

Y ACERCA DE LA REDACCION DE LOS REGLAMENTOS
PARA SU CUMPLIMIENTO.

—

Era grande y apremiante 1a necesidad de una
ey de aguas que arreglase su aprovechamien-

ramente 4 las autoridades sus atribuciones, y
4 los particulares reglas determinadas para lo-
grar.fomentar la gran riqueza que representa
este precioso don de la naturaleza, tan indis-
pensable para la vida y para la agricultura, tan
venlajoso para el desarrollo de la indusiria en
nuestro accidentado pais, y que mal utilizado,
abandonado en sus corrientes ¢ eslancado,
produce tan funestos resultados para la pro-
piedad, para la agricultura Y para la salud pu-
blica, como beneficiosos, si se le encauza, con-
duce y emplea con discernimiento.

Indudablemente que la ley de aguas promul-
gada en 3 de Agoslo de 1866 ha venido 4 satis-
facer esta necesidad. Exislian anteriormente
Reales decretos y otras disposiciones que, ar-
regiando el aprovechamiento de las aguas en
determinados casos, y sefialando tambien, aun-
que vagamente, la policia de 1os cursos de
aguay diferentes reglas para poner en armonia
el fomento de la agricultura y laindustria con
la conveniencia piblica y el dececho de pro-
piedad, formaban solo una reunion de disposi-
ciones aisladas que no resolvian bien muchos
de los problemas que se presentaban; y no for-
mando un cuerpo de doctrina, motivaban du-
das y vacilaciones en las autoridades Y en los
particulares, en detrimento de los mismos in-
tereses que tenian por objeto desarrollar.

Una ley de esta naturaleza era digna de un
estudio concienzudo, tanto mds, cuanto que lo
que acontecia en Espafia, siendo un reflejo de
10 que pasa en paises mas adelantados, en los
cuales no aparece tampoco entre sus leyes mds
que disposiciones especiales para ciertas cues-
tiones mds 6 ménos frecuentes, no podia to-
marse un lipo fundamental que, basado en la
practica de los hechos, sirviera de punto de
parlida, para que, acomodando sus disposicio-
nes a las condiciones y ciccunstancias de nues-
lro -pais, prestdra una confianza indudable,
sancionada por Ia experiencia y por los bue-
nes resultados de su aplicacion.

Los debates habidos para la formacion de
este codign de aguas dan una idea de la im-
portancia de la ley, y aun cuando se hallaran
despues en sus disposiciones algunos puntos
de conveniente modificacion, e! paso dado yel
gran vacio llenado con ella es- un importante
servicio prestado al pais por nuestros legisia-
dores.

Sin duda alguna que sus numerosos articu-
los parecerdn excesivos tratindose de una ley,
lanto mds, cuanto que al analizarla se descu-
bren en ella detalles mds propios dereglamen-
tos que de principios 6 bases fundamentales;
mds no obstante su extension, son indispensa-
bles todavia, para la prdctica de sus disposicio-
nes, reglas detalladas que especifiquen el modo
y forma de aplicarla 4 los numerosos y varia-
dos casos que en materia tan vasta.se presen-
tan, y se aclaren ¢ interpreten conveniente-
mente algunas prescripciones consignadas en
algunos articulos de laley, no suficientemente
esplicitos ni terminantes, y que son va, en el
corto plazodrascurrido.desde su promulgacion,




