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PREFACIO.
Entre las muchas ¢ inleresantes invesliza-
ciones de la Geomelria, una de laz mas impor-
lanles para el ingeniero v que ha sido objeto
de algunos estudios, es la cuadeatura de los
poligonos. Cuando se quicre delerminar con
toda exactitud el drea de nu poligona, como de
un eampo 6 vaslo territorio, es preciso recur-
vir 4 la descomposicion trigonomélrica ¢ a al-
guna formula complicadisima. Por presentar
cualquicra de estos dos métodos tantos incon-
venienles, se preliere el grifico, Por muy de-
licado que sea ¢l instrumento gque se adople,
da siempre un cierto ervor, no olveciendo nun-
ca la exactitud del método analitico. Y no pue-
de ser de otra manera. La recla trazada mate-
rialmente es una- linca sinuosa, vespecto a la
vecla atemitica, el dngulo tomado con el
trasportador difiere sensiblemente del arco ma-
tcmaélico. _

La formula que yo presenlo para la cua-
dratura da cnalqnier poligouo, tiene & mi en.
lender, sencillez, elegancia y se acomada bien
i la delerminacion prictica del arvea de cual-
quier poligono, sin necesidad de dibujo ni de
recla auxiliar.

Preliminar.

1 Un poligono esla completamente deter-
minado, cuando se conocen sus lados v sus{in-
Tomo X1I.

1

gulos, v ademis la situacion de sus vérlices,
Por consigniente, el area de cualquier poligo-

no serd uua Mmncion de estos Lres elementos,

¢
los lados, los dngulos y

el

la disposicion de -los
vertices.

Supongminos eonocidos los lados v los dn-
gulus de un poligonoe y se trata de delerminar
la funcion general que expresa su drea. Este es
el problema de la cnadratura de los poligonos.

2 Iudicaremos constantemente los lados
del poligono recorriendo su perimetro, sucesi-

vamenle poray ag as ... ay—y a4, ylos dn-

gllll).\' por Ay Ly Tgeee L ey 21 p(il‘ SS S PR
S, 8y, indicaremos el drea del triingulo el
cuadrilitero del pentigono, ele., cte,

5 Es preciso recordar una importante rela-

icion lrigonomélrica, la cuoal veremos usala

frecuentemente.

La que se obliene del teorema que los la-
dos de un tridngulo son proporcionales a los
senos de los dugulos opuestos. Llamaudo a b ¢

r3

los lados « 8

% los angulos apuestos & estos la~
dos tendremos

a:b;:sen. o sen. §
O bicn
8PN, g == (A)

‘0 sea el seno del dngulo de nu tridngulo es
igual al lado opuesto multiplicado por el seno
de otro dngulo divididn 1odo por el lado opues-
to & csle dllimo dangulo,

4 Ponicndo el valor de sen. a en la rela-
cion
cos.?g==1—sen. 2y
serd
s - 1t .
L9 atsn2s __ b—a*sen®o .
COS, 1~T—~ ‘—— —b_’-—-— - b‘_—‘* ﬁl-).

Madrid 15 de Noviembre de 1864,
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Por ¢l Leorema de Carnot se liene

h2=q24¢2—9%accos. 8

1

sustituyendo este valor de b2 en el numerador

de la (1) sc tiene

a%+c?=2qccos 6—asen.2d
v o

)
CON., = g =—

sacando a2 factor comun

B}

¢c*~2accs. 6+a? (1—sen,® §)

LOS. =g ==
b=
v siendo
1 —sen.?2g8=cos.25
tendremeos

¢*—2 ac c0S. 6+a? ¢os.t 8
b* o

. >
COS, " =

Y estrayendo la raiz cuadrada de ambos miem-
bros de esta igualdad

lo que dice que el coseno del dngule de un
Lriangulo es igual & uno de los lados alyacen-
Les de ese angulo disminuido del lado opuesto
wultiplicado por el coseno del angulo (que for-

nan estos dos lados y todoe dividido por el otro
lado adyacente.

§t.°
Leduceion de la formula.

5 Arcadel tridngulo. El drea del triangule
s¢ obtiene multiplicando la mitad del producto

de dos lados por el seno del angulo que estos

dos lados forman. Llamande ayas a;s los la-
dos ¥ a, a, 25 los dngulos de nn triangulo yh

(ig. 1.7 v 2.%) su altura, la superficie serd

-

Ss=—ayh,

2

La altura del Uriingulo tanto se toma sobre
su base cowo sobre su prolongacion y serd
sictpre

h=uao. sen. .

por lo que tendremos en gencral

-

Sﬁ='¢,_"a1 Q9 SCI. a

lo que expresa que la superficie de nn tridn-
gulo es la mitad del producto de los dos lados
multiplicado por el seno del angalo compren-
dido entre ellos.

Multiplicando por 2

2 Ss:(li ag sCN. g,

(1)

6 Un coadrilatero
es descomponible en dos triangulos, y aplican-
do la formula (I) se obticne ¢l drea del cua-
drilatero.

Supongamos el cuadrilitero AB CD (figu-
rad),seanaq agasajsus lados; 2, 2, a4,
sus angulos lirando la recta AC el area del
cuadrilalero sera

S, =sup. ABC + sup. ADC

y en virlud de la (I)

Area del cuadrildtero.

28, = ajaasen. a,+ asaysen. o (1)
Sia,= 180 %¢l cuadrilatero se trasforma-
raen triangulo:
Si «; es mayor de 4180 ¢ el cuadrildtero
toma la figura AB CD y el avea sera
S 4==sup. ABC — sup. ADC
y en virtud de la formula (I)
28;:=a4 aasen. a,—asz ay; sen. (ADC)
sen. (ADC) = sen. (360 " — o« )= —sen «,
pero que suslituyendo en la anterior da
2

Si=ayaosen.a,+ azaj,; sen. q«
1 1 1 3

La formula (I1) sirve pues para cualquier
cuadrilatero.

7 Corolario. Si el cuadrililero tiene los
dos lados paralelos, es un trapecio (fig. 5); lla-
mando & su altura se liene

h =aq sen.a,
0 bien.
h=a;cos. (ug—900) = a;sen. a,
introduciendo en la (I1) el valor de & viene

2S,=ash+ash
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h 2 Sup. ABCD=a4 a. sen. -7 sen.s (A
S'l:((‘t"'aS)";T ~ p 1 2 n 2y + 5 set ()

Dela cual se debe eliminar » sen. s

El 4rea del trapecio se obtiene multipli- Siendo

cando la suma de las bases por la mitad de la

alwra. L 8= ay
8 Areadel pentdgono. Supongamos el pen- | se tendra

tagono AB CDE (fig. 6), y sus ladossean a ¢ a a

$ =gy —~w
as5a4a5,5084angulos ¢, ayaga, xg Tirando ) .
la diagonal AD el pentigono queda descom-|Y de aqui
puesto en el cuadrilatero AB CD y el tridngu- )} sen. s = sen. o, €os. & — sen. w cos «, (4)
lo ADE . . .
o . . Aplicando las dos relaciones (A) (B) al tridn-
La superficie del pentdgono sera

gulo ADE se tendra
5 = sup. ABCD + sup. ADE (?)

@y sen. a,

sen w =

Sea r la longitud de la diagonal AD y wel !
angulo que esta forma con el ladoa 4: sel an- COS @ = S8 @5 C0S. %4
gulo con el lado « 5. Tendremos en virtud de r

la formula (II) Y poniendo este valor en la (4)

Gy — a5 COS. ay

a. sen. a«
sen. s = sen. a, = >

T

- CO0S. g

haciendo todas las multiplicaciones

TSeN. s ==ay SeN. a5 — @ 5 SeN. a; COS. a, — Q5 SeN. g, COS. «,
y reduciendo

7SEN § == a4 SCN. wy — @5 SeN. (x5 =+ x,)

PPuesto este valor en la (3) viene

2sup. ABCD =ajagsen. o, + azfassen. o, — agsen. (a5 + 2,)]
0 bien

2sup. ABCD = a aq sen. 2, + ag a,sen, ay — a3 ugz sen. (a; + a,)

y siendo en virtud de la (I)

2 sup. ADE = g aj sen. a,
tendrémos finalmente de la (2) el area del pentagono
b)

-

537=Q01a288N 2, + A5 U4S€N. a; + A4a5SCN. a, — azas5 SeN. (x; + «,) (HI)

9 Si «, es mayor que 1809 el tridngulo cae dentro (fig. 7) del cnadrilitero y entonces la
superlicie del pentagono es

- Sup. AB CDE = sup. AB €D — sup. ADE(5)| sen. s = sen. z; cos. w + €0S. «; Sen.

Pero en tal caso lendremos y envirtnd de las relaciones (A) (B)

sen. w =

25 =8 — © as sen. (360° — «,)  ~—agsen. %,
. o T r
y por consigulente : .
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a, — a; CoS. 2,

y = a5 €08 (3600 — x,)
’

CO0S. v = "

Poniendo eslos valores en sen. s y haciendo las correspondientes deduceicnes se tendri

. TOSCNL S = a4 Sel. gy — 4G Sl (2 + ay) ‘
Que da por Ja {II)
2sup. ABCD = a4 as sen. u, + ag a; sen. x5 — ag as sen. (xz + 24)
y por la (I} |

2sup. ADE = a0 sen. (3600 — 4,) = — a4, a5 sen. z,

Puestos estos dos valores en la formula (5) se liene precisamente la formula {18))]
10 Supongamos que la dagonal no divida al penliazono en el cuadrilitero v en ¢l triangulo.
1 o) D l o M o

Facil es ver que (lig. 8) aun en esle caso subsiste la formula (LI
b=

Serd
8 5 = sup. ADE -+ sup. ABO — sup. hCO (G) Sup. DCO = sup. ADC — sup. ACO
Pero se liene de la fignra 8 que restando de la primera la sengunda dara

Sup ABO = sup. ABC — sup. ACO |
Sup. ABO — sup. DCO = sup. ABC — sup. ADC (7)

Aplicandod los dos tridngulos ABC y ADC la formula (1)

2 sup. ABU = a4 a9 sen. o, y por consiguiente
2 sup. ADC = a5 rsen. s SeN. § = $CN. » COS.q 5 ~— COS. (» SCO. a4
poniendo los valores de sen. w y cos. o que

Eu este caso sclendra
antes hemos deducido.

§ = w — 2z
ay sen. x, My — g COS. 2,
— A —_—

SCN §=CO8. 2, — — sen g
" s »

waltiplicando por r toda la ecuacion y reduciendo
SN s = @5 seN. (2; 4+ g,)=— a; Sen. %s

lo que da
2 (sup. ABC = a5a; sen. (25+2y) — aga;sen. q

l'uesto este valor en la (7)
2 (sup. ABO — sup. DCO) = a, a4 sen. %, == @545 SCN. (25 + =z )+ afa; sen. a,
v sicndo

2 sup. ADE = a; a5 sen. 2,

tendrémos finalmente por fa formula (6) ¢l area de pentigono

255 =a as sen. «, + aza;sen. %y GRazSeN. u — a3 azSen ln o+ oz,

Queda pues demostrado que la formula (I sirve para cualquier pentigono



H Ejerplo1. Seaa| =y =u; =a,= 1
a5 =32 {los lados Vo, = 90” x, = '1/1-/10 44 ¢

= 6092 los dngulos del peatigono.
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Tomando los senos de los dngulos se licne
sen. o, = sen.{900) = |

%y

24
sen. «, = sen. (144°% 447 ) = sen. (350 16"} = 0,5774
sen. o, = sen, (609) = 10,8660
sen. (z, + a,) = sen. (2040 44" )= —sen.(24°44") = —0,4104

sustituyendo estos valores en la formula (1)

98, =12+ 12x0,0774 + 212 x< 0,8(60 + 272 x0,4184

clectuando las operaciones

28;=12x 4,1462

S;=1{2x 2,075l

12. Areadel exdyono. Supongameos el exi-

gono AB CDE F {lig. 9), ay ag az aqa; agsus
lados, a, 2, a5 %, 2, %, Sus angulos.

La diagonal AE descompone el exiigono en

¢l pentigono AB CDE y el tridngulo AEF; por

2 sup. AB CDE = a4 as sen. 2, + ugs asen.

de la cual debemos eliminar »r s
De la figura se ticne
§ - w = g,
de donde
S$=a, —w
sen. s = Sen. xz, ¢0S.  — COS. a, sen. o (10)

v tumbien

CUS. § = COS. a, COS. © ~+ SeN. o, sen. w (11)
Pero del tridngulo AEF resulta por las dos

relaciones (A) (B)

__agsen ag

Sel. w -
r

consigniente la superficie.

S =sup. AB CDE + sup. AEF (8)
Llamamos, como autes, » la longitud de

la diagonal s el dngulo con el lado a4 ; el
angulo con el lado a;, tendremos en virtud
de la formula (111}

v

a5 + @z ¢ Sen. s — azr sen. {a; -+ §) )

(9

a5 — Qg SCN. ay
COS, @ = -S— 877" 73
»

Pueslos estos valores en la (10) (1) y he-
chas las reducciones se liene:

rSen. § = a3 Sel. a, — agSeN. {2, 4 z,)

P COS.S ==@5 COS. a, — @ COS. (2, + a,)

Alora desarrollando la espresion

vsen.fag + &

;

selienc:

rsen. (g 4+ 8) = ) Sen. z; COS. § +— rCOS. a5 Sen. 3

poniendo aqui en vez de r sen. s v r cos. s sus valores se licne:

roSeN. {z +8)==Sen. z z @3 COS. a,—ag COS. (z‘-l—as)} +COS. a5 ) azsen. a,—aysen. (x,+z) {
efecluando las multiplicaciones y las reducciones.
rsen. (a; + 8) = agsen. (a; + 2,) — @gSeN. {xy 4+ =z, + a3

Poniendo los valores de » sen. s y r sen. (x5 + §) en la (9) y efectuando todas las mulii-
plicaciones se tiene: - ' o '
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2 sup. ABCDE = «, a5 sen. @y + A3 48N, a5 + 4485 SN, @, —34 AgSen. {a, -+ ay) —

—izdgsen. (ag + «,) + a5365CN. {ag + a, + a,)
y siendo

2 sup. AEF = asag sen. «

se liene finalmente el area del exdgono de la {8)

2

S ==ay assen. @, +23 058N, a;+D4 05 8€N a,+235a5SeN. ¢, —azajSen. (a54a,)

(V)

—a306 82N (2, + ag). 4~ A32¢8eN. (xg 4 %, + ay

Para demostrar la generalidad de esta formula se repite todo cuanto se ha dicho en

el
pentagono.

15. Corolario. En el exdgono regular
Qg == Qg =— A3

Ay = A, = 2

ademas siendo

Sel.a, = SeN. a, . . . . . . = sem. a; = sen. (1200 ) = sen. (60°) = 0,8660

8

sen. (a; + a,) = sen. (x, + «, ) =sen. (2400 ) = — sen. (600 ) = — 90,8660
sel. {ay —+ ay + ay = sen. (3600) = 0
la [ormula general viene & reducirse a

286 =4102%x 0,8660 ~ 2(2 » 0,8660

diagonal y descomponiéndole en un exagono vy
0 bicn

su tridngule, y aplicando. & estas dos figuras

aQ = 3 .
S =1% x2,598 las formulas correspondientes.

0 sca el drea del exdgono regularse obticne
multiplicando cl enadrado del lado por Ia cons- | gonal » y el dngulo que esta forma con ol la-

tante 2,598 do a5y sumando & esta area la del tridngulo
14. Anilogamenteseprocedera paraoblener | se tendra:

el drea del poligono de siete lados, tirando la

Eliminando del area del exagono la dia-

2

[97]

T=a)aa8eN. a,+ aza,sen. s+ dsas8€N. 2,4+ A5 agSen. a2, + Qg aqsen. ad\
—azassen. (ay+a,)—ayagsen. (x,+x)—aza; sen. (25 +ay)

(V)
AY ’
+ a5 a¢sen. (154-:1‘-&—45) —+ @4 a5 sen. ‘.74“"“5""1&)

—a = a 7%en. (a;+ a‘—f-as-;»uﬁ))

15. Corolario. En ¢l poligono regular de siete lados todos los angulos y los lados son izua-
les. Llamando { la longitud de los lados, los dngulos sabemos

que todos ‘son ignales a 128°—
4’ — 17"y por consigniente

(&)

sen. (12854 —17")=sen. (51°2545"=0,7818

sen. (257°8'54")= —sen. (77°8'534")=—0,9749




sen. (385°42°51")=sen. (2
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[
o
o

3 —42'51")=0,439

sen. (514°17°8")=sen. (25"42751")=0,4339.

Sustituyendo estos valores cu la formula (V) se tiene despues de practicar todas lus opera-

ciones iadicadas

S.=12x 35,6338

el area del poligono regnlar de siete lados se chtiene pues multiplicando el cuadrado del lado

por la constantle 3,6338

Traducide del Giornale dell‘Ingegnere Architieto ed agrénomo.

(Se coulinuard).

Micuer CeRVANTES.

ANTE-PROYECTOS

DEL

PLAN GENERAL DE FERRO-CARRILES.

(Counlinuacion.)

DESCRIPCION

DE LAS WKREDES PARCIALES QUE FORMAN LA GENEWAL

DE LOS FERKO-GCARRILES DE LA PENINSULA.
Red del Norte.

Las lincas que costiluyen esta red, tienen por
objeto proporcionar ficiles salidas del centro de
la Peninsula al mar Cantdbrico, ¥ contribuir efi-
cazmente al fomento de los intereses de casi todas
las provincias de Castilla la Vieja y las Vasconga-
das, uniéndolas entre si, con la corte y con el ve-
cino imperio. La principal de ellas es el ferro-
carrif llamado del Norte, que partiendo de Madrid,
sigue por Avila, Valladolid, Burgos, Vitoria, San
Sebastian hasta Iran. De él se deriva un ramal
desde Medina del Campo a Zameora, y oiro desde
Venta de Baios a Santander; los cuales, asi co-
mo la linea general, estan casi totalmente en ex-
plotacion. Tambien se considera como parte de
esta red de ferro-carril; .el trozo ya termina-
do de Tadela 4 Bilbao, comprendido entre Mi-
randa y esle punto, y el ramal que se la concedi-
dorecientemente, desde Medina del Campo a Sala-
maneca; asi como otros dos de -poca_importancia,
uno en la linea de Palencia a Sautander, y otrode
las minas de Triano a la ria de Bilbao. :

Con estos ferro-carriles, que, como se deja
indicado, tocan va a su terminacion, estan servi-
dos, & juicio de la Junta, los intereses de las diez
provincias cuyas. capitales enlazan, y atendidas
prudentemente, porahora, las necesidades comer-
ciales de las comarcas querecorren, y las que pro-
vienen de sus relaciones con el resto del pais, asi

como los intereses generales de éste en lo que se
refiere a sus comunicaciones con las misinas pro-
vincias y conlos puertos del Occéano Cantibrico.
Pero bajoeste ultimo aspeclo , la linea prineci-
pal, o sea el ferro-carril del Norte, no llena cum-
plidamente su primordial objeto ; tante porque su
trazado ofrece un trayecto mas largo del que debie-
ra desde Madrid a Valladolid, con notable perjuicio
detodas las comarcas cuyos ferro-carriles concur-
ren en aquel punto, y de las procedencias de Ma-
drid para el misnio, cuaute porque deja desaten-
dida la provincia de Segovia, cnya riqueza exige
una via principal de comunicacion que le dé vida
Yy moviniiento; lo cualno se conseguira ciertamen-
te con un ramal de Segovia a Sanchidrian, al Es-
corial, 0 & otro punto intermedio, porque sus fuer-
zas productivas y sus elemcutos de trafico no se
reconcentran seguramente en la capital de la pro-
vincia; ni tampoco se la serviria cual conviene con
otros ramales hacia Aranda v Biirges, por ser muy
escasa la importancia de su territorio en tales di-
recciones. .
Ademas, el Real Sitio de San lldefonse, que en
las épocas de jornada enel verano llama a si'gran
concurrencia dela Corte , hasta &l punto que seria
licito decir, sin incurrir en exageracion, (ue po-
dra ser el Versalles espaiiol, motiva bien un fer-
ro-carril directo de Madrid a Segovia, cuya cerca-
nia a dicho sitio le presenta con aventajada dispo-
sicion para atraer tambien mucha gente de la Corte
durante el estio ; porque con el ramal de Sanchi-
drian, it otro derivado desde Navalperal, queda-
rian tan mal servidos aquellos puntos, como ahora
mismo puede conocerse porlos enlorpecimientos,
incomodidades y dilaciones que soninherentesala
explotacion de_ otros ramales semejantes. ‘
Estas consideraciones- hubieran bastado para
incluir en.el plan la linea directa de Madrid & Va-
Wadolid por Segovia ; perohay una razon mas.para
hacerlo, ¥ es, que su concesion estd autorizada por
laley de 11 dejuhe de 1856, con subvencion de la )
provincia de Segovia; y no hay razon alguna para
dejar de cumplir esta ley,que ademas se halla muy
de acuerdo con losintereses generales del pais.
.+ El proyecto de este ferro-carril se ha presen-
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