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(Conclusion.)

Falta ahora tan solo delerminar directamente en funcion de @,, Q,. Q, & los elementos
F(a) Y ¥ (), que componen los coeficientes A{L.

Para esto observarémos, que tedas las funciones que entran en cllos son cocientes de la
r

R . ,
i'urma a N cuya CSPI‘L’SIGH vamos & enconlrar
s(5

\ P) P P—AP  RAP—PAR
(— TR T R—AR R (R—AR)

A( P )_ P+AP P RAP—PAR:
"R/ R¥AR K R (R=AR)

fa primera sirve para las diferencias regresivas y la segunda para las progresivas y reunién-
dola en una sela formula

s ( P\ RAP—PAR __ ARAP—A'PAR w[abRraSap ]
R/

R (R5-AR) R (RAR) R{RFAR)
p n
A<T o [a8radp]
A(Ii) o [a8pabq]
X

Sea en primer lugar:

¥ como caso particular

Del mismo modo

x _ .
a 4 e :
s, *(52) ofs®xa%x] xw,
A0(1), = ( X, ) = - [AG‘X,‘AS’-‘X,] X (1
A -_— —
X, .

2@, =

Torwn X. Madrid 13 de Dicieinbre de 1862.
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teniendo en cuenta lo mismo para este caso que para el anterior v los que signen las {or-

wulas (24).

\

De una manera aniloga hallarémos

6 3 >
w| A% X 2 X ({3 o 79
o[ % xm, S xn] xo,

Qi3 = 3 = =
R E R YORE SR ON I YR
v en general
4 »
. ) L"[ A X (u—2) . A% x ('r"_mp.—i]__‘\ (,u—:()?
Q). =

[+23

¢ _,[ I N(—2), _y 21X (u—2) 1 X (1),

T e—

Pero segun el corolario (33) cambiando + en w—2

e P x o2, 2% x e, ]

8 v By y :
s;_s[ A%t X ("J'_"‘)')y.—'l A7 X (1—2) p.—‘l]

Q () o =

Si en esta [ormula cambiamos 2 , en F (=) lendrémos la espresion de F'w ) qne se ha for-
)
mado de la misma manera

2 3 Sly— < {x .
:»[.\O.Qo;to.,...; > ’)Qp_l A \~“)F(x)']

Fs)= < =
gr[ AP0 A%, LA

sustituyendo & estas notaciones las que usa Wronski liamando ® (p), 4 Q/0), v = 4 F (@)
v poniendo en vez de 3, 3y, elc. sus valores

[

~:[ 20 A0 A0, A%t e, ,4a" y.-,)]

.

{v)_ . 00 lt") (!)—1 a w
;,[.«._.\ Q.....a%la,  a®a
) ;-[ 200, ... w=ta .\“’a;]

.. \ . .
T, ==y Blay), =W () Dlatv)+ ..o W),y P,y

I

G N o), = F g = =
tL.& P 2,23 Qm]
\

A

.. “w -
o :.:L—é—ll' ()4 =1 + W (1), Zpso +&.

Antes de determinar directamente el valor de ¥ (), en funcion de ® (¢) , sin pasar por
los valores antertores vamos a simplificar las férmulas (41},

Desarroliemos por la formula (3) las funciones = con relacion & las diferencias sucesivas
de la primera funcion Lo; v siendo Q=1
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A0 O =1 « Al Q,=01 A* Q,=0. .. &.

de manera que solo quedara un término eun las funciones & y

ooy 82

—1
w[AtQ,.... a~ta, A% a ]

o) AtQ A0, ... A~ ta

(42) ® (o), =

w[ so,. .4, A F(2) ]

43) 2 =
\
w ..,[ A O, .

w—1 (Y
S ..w]

Tambien harémos observar cuando p=w, ® (g)=1y cuando p<wv ® (p) , =0.

Lo primero es evidente por si mismo. En |lar ignal por la ignaldad de las dos funciones
cuanto a lo segundo, supongamos colocadas | Qp : si ahora en cada permutacion de estos dos
las funciones por su orden v o la allima, { esponentes w y o permulamos todas las demas,

los coclicientes 1.2.5.. « tumbien por su
orden; st g<w, habra en las dewas funciones
2,2, Q ,una queserdigual a2, . Al per-
mutar los esponenles » Yy p dejando & los de-
mas invariables , se introducen en el ordenun
ntunero impar de variaciones, y por fo tanlo
cambia de signo el término, quedando su va-

I3

—® (u+2), =W (e ® (w2,

3

y por la regla de Cramer

c[“’ Caa N IR JC A NI ST (w8, )

(44) W (w) ,=—

—® furt), =W (), @ (wrt), P 2D (nrd), 5 oo+ (), Plurl)

+W )y @ (+2) o - - +H (W)

— D () =W (), D(p), | Y () D far LW (W), D ()

las variacinnes iutroducidas serdn en nimern
par o cero; luego siempre habra para cada tér-.
mino otro igual y de signo contrario, destru-
véndose todos dos 4 dos.

Teniendo eslo en cuenta, no hay inconve-
niente en poner lasecuaciones (36, 37, 33 ctc.]
bajo la forma siguiente: '

e

D (»+2)

v 4 Sl

¥

p.—%—v

=
P (05+5,)

. 53
3[‘» (w8} p1

p+2

b*—f—v—-—l‘ ¢(‘}L+3¥ >u7 -
e @ (‘“+6\v—i) I"'"‘_"—i. Cb(y.—i-g‘ )y—i—*a;

poniendo la sefial 8 alos indices que deban permutarse.
Todavia se puede simplificar la ecuacion anterior: desarrollando el donominador segun

P

la formula (5) con relacion al indice §, se reduce & la unidad y

W (), =— o T OB - P g P (2R )

sera en definitiva la formula que da el elemen-! En el desarrollo dela funcion ¥(»), resultaran

lo W(«), , cuya forma entera era [icil de pre-| muchos términos cero, cuyo procedimiento
veer y se deduciria de las ecuaciones (36) (37) | de eliminacion no damos por no alargar dema-
(38) etc. por medio de sustituciones sucesivas. | siado este articulo. N
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Hace observar Wronski no ser posible
encontrar otra formula mas general para el
desarrollo de una funcion , por ser arbitrarias
tanto las funciones que entran en ¢l, como las
difercticias ; de manera que todas las formas
particulares estarin comprendidas en ella, Y
asi no hay necesidad de establecer 4 priori la
forma como se practicaba en la de Maclanrm.
Wronski. sin embargo, no se limila & esla
reflexion, y deduce directamente la forma ge-
neral que hemos supuesto, v delermina lus
condiciones negativas de la formala, 6 en qué

# Sea Qy,=1; Q,=a!

Calcularémos primero la funcion

.:[._\. 0,4 O

3 -
e (0]

desarrollando con relacion  las A sucesivas de 2, todos los Lérminos ijue siguen al primero se

reducen a cero por scr

casos particulares no es aplicable; pero esta
discusion de un interés secundario, la elimi-
namos por las mismas razones que nos han
precisado d suprimir otras partes de su trabajo,

Pasemos ahora & aplicar esta formula,
& deducir algunas de las empleadas cn el
desarrollo de las funciones, y annque la e
Maclaurm es uno de los casos mas particnla-
res, la deducirémos la primera por ser la maxs
conocida, y asi podrda apreciarse desde luego
la importancia de la ley universal.

«Q,=x2,

A2 0=0 ¥ Q=20 ..8% 0,=0¢

v queda la funcion redudida a

—1) O e | 4 Cw N
(—1) .\*_,s[yg,....\ Qw] |

desarrollando de la mismamancra la funcion v observando que

A50,=0 (A Q,=0 .. . «.

O R

y conlinuando de la misma manera

At A0

1 —2 e e s

»
A"
w

De un modo aniloge desarrollarémos la funcion

»—1 D oy -
‘:[At Q. A20,  A® Qw—( AC ) ]

que la podrémos redneir i

ALQ At Q. av—!

enlonees

A* F (2)

Q A® Fo(r -
Qo Fn):

A* F (2)

0

BT o

K3

o - S
o250 000 w{drng:
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Falta ahora determinar el valor de W (), |
Eu la forma que antes hicimos redacirémos la funcion al producto
Vi), =— -;-(m RSN IPRL JCE AN N e B SR
b uv—1 8 Sy /

v en definitiva a
Y

Wia), == =W (a8, )

por ser la unidad las demas funciones.

K
%
¢

Sustituyendo en (42) wen vezde @ ¥ »+ven vez de p , v electnando iguales trasformacio-

nes @ las anteriores tendrémos en definitiva

o, o 4
AT Q ey AT ( e ')
YY) = — = —
(o v Ar o 1.2.3 w (AW
2, 2 2.9, (AT
la cual da
) ] . w2
| \ s _\.‘**'ci*‘*") AT F() et +.1>x A F{r N '\

+ = * : - ! \. - \ -
w ,1‘L'1l(31.){:.! w1 (1) (m+2) ‘

haciendo en esta espresion z==0.

No teniendo as objeto que Hegar i la formnla de Tagler, no desarrollarémos los valo-
resde g+ ( ge+v) contentindones con hacer observar son de la forma w, (azye+> siendo M,

una cantidad finita, y el valor de &, se convierle enlonces en

1 . -
A, = \ W F@W-M, A, A )N, (Ao AT (- & ?;

el

v haciendo A x=d r.

A =—,—""
w ol gy ¥
La misma formula nos hace ver en que
casos es aplicable ¢l tearema de Taylor, sien-
do preciso que

@zy d“TVFz=0

para todos los valores de u y de v desde 0 a 8.

Queda, pues, demostrado, segun prelen-
dia Wronski, que las diferencias. 6 diferencia-
les son las que conslituyen los elementos
de los coeficientes del desarrollo de Taylor, y
que nunca por las funciones resullanles se
podrd esplicar el cdlculo infinitesimal.

Wronski dedace de una manera aniloga
cuantas formulas se conocen para el desarvo-
llo de las [unciones; por ahora nos limitaré-
mos 4 eslablecer larelaliva al desarrollo.segun
las funciones denominadas facullades, y que
si bien pudiera deducirse con igual facilidad
de la general, la vamos 4 demostrar direcla-
menle para presentar el genio de Wronski ba-
jo todos sus aspectos. Habiendo hecho uso de
dicha Térmula en su Critica de las [unciones
analiticas de Lagrange, se le hizo la objecion
de faltar la demostracion de las formulas em-
pleadas, y entonces dié la siguienle notable
por su sencillezy claridad, y cuyo mélodo de
deduccion no difiere del general.

-
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Establezcamos la série

(46) F (2)=A,+A, 9x' H +A. 97 15 +As9 T 312 + &,

v tomemos las difercncias

AF(2)=A, 202" 4,802 Lo he (@8 4o
(46)

AF(@)=AMoz' B a0 0228 44, oS Ly
&.
dundo en ellas d la variable el valor que hace & ¢ (z)=0.
Observarémos que
A o (2)° =0

siempre que #<<» . En efeclo, sesabe que para las difencias regresivas

(#7) A* o ()" =(—1)¥ g 9 (z—p 5 ) g le—(u -1) E)mlz*'&% o (z—(u—2) 1 )li_&.!

siendo en general

o (@—25)" =g (2—25) 2e—0—1) £) . . .. 3 (G—(hmw+1) £)

En esla espresion habrasiempre un factor 2 (z) cuando ©>% ; luego cuando w>u lodos
Lérminos de (46) contendrin a dicho factor y se reducirin & cero cuando 3 z=0.
Con esta indicacion las ecuaciones (46) se reducen a

los

A I-:z=.-\£ AFz

A*F T=A,\*0z+A, A0 P
M F (2)=A, P go+a, Agziliy, as ¢ 2218

| -

! £
\ &' F(2)=a,8% gararmoaliin a4 aF og vl
Completandolas para que cada una tenga u términos y aplicando la regla de Cramer

'C?[ At zar o2 as o318 | aw F‘z]
A =
®

2]

.

> N Lo 2
U[A'?.’BA’ ezt ...A‘”Q.twk ]

v desarrollando la funcion w inferior se obtendra definitivamente

‘i’[.v oxtRae o 28 | gp—t o go—1liu g .1:]
(L= . » - » -
Aqx”;.\*?zek oL Ak ?@“15

en cuvo desarrollo entran muchos términos que se reducen a cero.
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987

Snpongamos que la
vierten en simples factoriales

-y
As 918

Jy

Aa:.&’:c'zl

? {x) es lamisma variable x, en cuyo caso las facultades se con-

It et I LI A* F (2) A* F (2)

2%

vy

Az Az AP gl

lo cual da para el desarrollo de F (x)

AF z) 112

lli

14z
indicando el punto que =0, y tomidndose las
diferencias con relacion dz. De esta (drmula
se deduce tambien el Teorema de Maclaurm,
haciendo z =d x.

L0 lus articulos sucesivos nos ocuparémos
cn deducir de la férmula {1}, no solo todas
las conocidas hasla el dia, sino olras nuevas
que nos serviran para resolver imporfantes
problemas, entre otros el notabilisimo de la
resolucion de las ecuaciones numcricas, cual-
quiera que sea su naturaleza.

En lo que precede nos hemos limitado a es-
poner los principios de Wronski siguiendo
su mélodo de demostracion , supliendo las fal-
tas que en su obra se notan, y desarrollando
los puntos oscuros de ella: no queremos, sin
embargo , dejar de mencionar algunas objecio-
nes que pudieran hacerse al rigor de la tec-
ria anles espuesta. La primera es relaliva al
método de deduccion, idéntico (al menos en
apariencia), al de los coeficientes indelermina-
dos. Difiere de él en que Wronski- deduce la
forma del desarrollo, cuando en el de los coe-
ficientes indeterminados se supone: es cierlo
que Wronski admite que la funcion dada que-
da completa, 6 como él dice, agolada, cuando
el niumero de términos es infinito y por lo tan-
1o no tiene en cuenla la resta 6 Lérmino que
complela el desarrollo; de aqui proviene que
admila ignalmente las séries divergenles que
las convergentes , dando medios de converlir
lasprimeras en las segundas; de tal. manera que
toda la dificultad estriba en la solucion de la
duda siguiente:  Una série divergenle to-

e
]

A2 F 9z s 51
. A* Fzr 2z ASFz
F ’:I)=F z —_— o e -

.12[‘ £ VP

mada en la totalidad infinita de sus términos,
tiene un valor? Wronski dice si, otros male-
malticos pueden responder no : sin perjuicio de
entrar mas larde en el eximen de esta cues-
tion eludirémos por ahora la dificultad de la
manera siguiente. Harémos préviamente obser-
yar, que ya es dar un gran paso el enconlrar
una formula la mas general, y rignrosamente
deducida en todos aquellos casos en que ¢l des-
arrollo conduce 4 una série convergente ; pero
aun podemos estenderla a todos los demas por
el artilicio siguiente. Por grande que sea el nii-
mero de funciones destinadas a desarrollar
la funcion dada, podemos ademis de aquellas,
fijar otras que conduzcan @ un desarrollo con-
vergenle, lo cual s siempre posible, v de esla
manera, aunadmitiendola identidad del método
con el de los coelicientes indeterminados, la
deduccion de la ley del desarrollo es rigurosa.

Contra nuestro propdsito hemos alargado
esle articulo mas de lo convenienle. no en-
trando por lo mismo & examinar mas estensa-
mente las objeciones contra el métode de
deduccion tenido en cuenta el rigorismo
con que han sido tratadas por los aulores
modernos, las cuestiones relativas a las
séries : quizd en olros articuios volvamosi
conlinunar la discusion, @ menos que olras per-
sonas mas aulorizadas, lomen & su cargo esla
tarea, que abandonarémos guslosos en mejores
manos.

Pepro PEREZ DE LA Sara.
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