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aun quedan en pié dos graves dificultades. 1.
¢Es \inica esta ley de los coeficientes? 2. ;No
queda sin resolver la objeccion de Wronski,
puesen definitiva venimos 4 parar & la relacion
que liga el primer coeficiente con la funcion®
relacion que nos es desconacida? (a)

Wronski no limita su obra a la parte cri-
lica ; entra tambien en la esposiliva y hace ver
que las condiciones de posibilidad del teorema
de Taylor son dadas por otra ley superior, de¢

“la ¢cnal es uno de los casos mas particulares.

Este es en resumen el trabajo de Wronski
recibido desdenosamente por sus contempori-
neos 6 atacado con safia y una parcialidad aje-
na del terreno cientifico; matemalticos posterio-
res han tachado de defecluosa la demostracion
de Lagrange, fundandose en algunas de las ra-
zones aducidas por Wronski; liempo es ya de
dar & cada uno lo suyo y dejando aparte pre-
venciones injustificadas conceder a la memoria
de uuestro aulor lo que le fué negado durante
su vida.

LEY UNIVERSAL DE LA TECHNIA.

Varios son los molives que nos han induci-
do & presenlar como mueslra del segrindo gé-
nero de escritos de Wronski, la formula por él
denominada Ley universalde la Technia, sien-
do el 4.° la relacion que liene con la critica
de las funciones analiticas de Lagrange objeto
del estraclo que acabamos de dar. 2.° El estar
fundada en consideraciones del érden combina-
torio, cuya leoria esta llamando la atencion y
dando lugar a notables investigaciones de céle-
bres matematicos. 3.° El ser la base de una
gran parle de las teorias malemdlicas, espe-
cialmente de aquellas que se pueden esponer
por medio de las séries. 4.° y tltimo. Que lo
poco cslenso de la memoria la hace aprepdsito
para nn arlicalo de Revista.

(a) No se debe confundir la relacion general entre
las dos fanciones con el método para oblener Ta una por
medio de la otra, el cual nos es conocido en cada caso
particular.

Antes de dar principio 4 la demosiracion
de ta formula que contiene la ley presentada
por Wronski como el.fundamento del desarro-
llo de las funciones asi algébricas como tras-
cendentes, conviene, aunque sea rapidamente,
hacer alguuna indicacion sobre el modo de con-
siderar Wronski la ciencia matemdtica. Te-
niendo esta por objelo la cantidad, debe ante
todo estudiar la naturaleza y propiedades in-
trinsecas de cada especie : una cantidad radical
por ejemplo, posee propiedades distinlas é in-
terviene de distinta manera en los calculos que
una cantidad logaritmica con la cual nunca
podra confundirse. El estudio que bajo este
punto de visla se hace de la cantidad, consli-
tuye para Wronski una rama especial que de-
nomina Teoria. Se comprende sin embargo,
que una cantidad logaritimica sea igual en mag-
nitud & una radical ; pues la ley de continuidad
las hace pasar & ambas por todos los grades:
4 la rama de las matemaiticas que se ocupa so-
lo de la medida de las canlidades y prescinde
de su naturaleza, la llama Wronski Technia.

Para la medida de las canlidades existen
niélodos generales de los que solo menciona-
remos las séries, veriticindose la medida por
medio de una ¢ de varias unidades va arbitra-
rias ya sujetas & una ley dada. Cuando las uni-
dades son conmensurables con la funcion dada,
el namero de términos de Ia série es finito, Y
no coustiluyen verdaderamente una série,
siendo Lan solo la misma luncion bajo olra for-
ma, v la ley que liga las dos, una relacion de
identidad.

El caso mas general y el que da lugar a re-
laciones de equivalencia , se verifica cuando el
namero de términos de la série es infinito;
Wronski abarca la série en su tolalidad, y no
toma, segun se acostumbra , un namero finito
de términos agregando ademas uno que la com-
plete denominado complementario, y de esta
manera prescinde de su convergencia facil de
oblener en cada caso variando las unidades que
sirvieron de edida.

Es posible concebir an nimero infinito de
unidades arbitrarias , annque esto no tenga lu-
gar en larealidad & menos desujetarlas & una
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ley que entonces las abarca todas : este segun-
do caso hallindose comprendido en el primero

que es el mas general, enunciaremos de la |

manera siguiente la ley universal de la technia.

Dada una funcien de una 6 de muchas varia-
bles, dadas ademas olras en raimero nfinilo,
desarrollar en série la primera en funcion de
las segundas y determinar la ley de las coeficien-
les de sus diferentes términos; de manera que
siendo F (z) la funcion dada y 2, 2, 2, etc. las
arbitrarias,

(1) F(x)=4,Q,+4A, Q,+etc.

El problema esta reducido & encontrar el valor
de A, pero antes nos ocuparémos de algunas
proposiciones relalivas al érden combinatorio,
sobre las cuales se funda toda la demastracion
de la formula (1) pues nuestro objeto es poner
este articulo al alcance de las personas que so-
lo posean los primeros elementos de las mate-
miticas.

En el andlisis combinatorio se llaman fun~
ciones allernadas 6 delerminantes i funciones
formadas de la manera siguiente: Sean a. b.
c. d. elc. cantidades que varian segun los in-
dices ¢ acentos que se las agregue , de tal ma-
nera que para cada letra tengamos tantas can-
tidades (no valores) distintas como indices;
formemos Lodos los productos 6 combinaciones
posibles de manzra que en cada uno entren
lodas las letras y todos los indices pero sin re-
peticion ; sumemos estos productos dando el
signo mas a los lérminos que contengan un
nimero cero o par de inversiones (a) y el me-
nos al que conlenga un namero impar, yla
funcion obtenida de esta suerte se llama fun-
cion alternada 6 el determinante de las canti-
dades a, b, c, d etc. Por ejemplo

a,b,—a, b,

es una funcion alternada ¢ delerminante de dos
letras

ab.ci—a, by c.az by co—a,b, €5+a, by cy—ay b, ¢,
de tres.

(2) Cuando las letras guardan el mismo 6rden en to-
dos los térmiunos, se llama inversion la combinacion de
dos indices escritos en érden inverso; por ejemplo 3—1,
3—2, en vez 1—3, 2—3 que es el 6rden natural,

Envez de permutar losindices se obtendra
igual resultado dejando invariable el orden de
aquellos y permutando las letras

8, b, c;—ayc.b;+b, e, a5—b, a,c5+c, 8, bs—e by ay

Para dar mas generalidad & las proposicio-
nes snpondrémos que los indices pueden re-
presentlar no solo cantidades diversas, sino
operaciones arbilrarias practicadas con la can-
tidad @ que se aplican.

Wronski emplea 1a lelra hebrea © (schin)

para designar las delerminantes, de manera
que la funcion puesta anteriormente como

"ejemplo la representa segun su nolacion por

= [as b:c]u 230 [an b,, r’:] (a)

Para dar regularidad 4 la notacion , Wrons-
ki representa por X, X. Xs ete. las cantidades,
d las cuales hace preceder del signo A% para
indicar una operacion cualquiera hecha sobre
ellas, siendo 6 la senal que indica los indices
sujelos & permutacion : cuando la operacion se
reduce a tomar nna diferencia, entonces la & se
cambia en & 6 sesuprinie. especialmente si las
permutaciones han tenido lugar. Es evidente
que siendo arbitrarias las operaciones y en nii-
mero cualquiera, la misma notacion puede re-
presenlar olras funciones tambien arbitrarias
aunque dependientes de la primitiva por el in-
lermedio de las operaciones practicadas sobre
ellas. Bebemos tener presente que la permuta-
cion subsisle en cualquiera otra notacion que

adoptemos siempre que lleve el indice & can-
lidad el signo 4. Asi en

?(zn'*':ém)k

la zn permanece invariable v la zm sufre las
permulaciones. En

?(Ta*im) sk

(3) Laplace y Cauchy emplearon la misma netacion
sustituyendo el signo = aly lo cual introducia confusion
por el triple significado de aquella letra: hoy se anotan
los determinantes en la forma siguiente:

a, b, ¢,
ag b. cy
a5 by oy
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es I sobre quien deben verificarse. .
Tomemos por ejemplo

n rd 4
A 6*.\;, A6=xe A%sX, —A%1X, 28 X, 4% x, 4 a8 X A% X, ASix,
o -4 r-d » 4
__\szx1 AQ‘X._,,AO".\:;—I-AG-"X‘ A%X, AO*X:,—AO‘X, _\%xg AB‘Xs

Si suponemos que A% representa |/; 16

log. y AQ‘T_:_;T' facil es deducir cual sera el
resultado (a)

Cuando se escluye de la combinacion algu-
na de las canlidades y algunn de los esponen-

5 6

8 4
w'[A-sx_\’.'Aer,Aosxs] Sw AX, AX,4X,]5:8:6:
cuyo desarrollo es

tes el determinante se represenla de la mane-
ra siguiente:
[ AX,AX.... AX [6“6, ..... 6(“}_3_'
vl
AXP_
en el cual se escluye la funcion Xy y el espo-
nente 6, Por ejemplo la funcion

- aBiyabex a8ex. _abix 1 8ix. 455y o aBix 1 Bex. 4Bix
APEXATNLA%X, AN, AN, A% X - A%, A DY, AR,

podra representarse por

~
-

AX;

P
— etc. = [AX, AX, AX, [8: 558,

. [ AX, AX,AX,AX, | [8.5.6:8,)—8.

Establecida la notacion, vameos i demostrar | presentar por medio de- otras del grado inme-

la proposicion fundamental de las funciones w,
que si bien forma parte de los tratados sobre
determinantes, no la hemos visto presentada
con la generalidad que su importancia reclama.

Primera parte. Todafuncion se puedere-

—i )¢ 4
(—iya ngv

I-d P..
@ w [4% xabex, . af0x = (-13)*’-‘°'va [ AX

diatamente inferior, ordenando los términes
con relacion a una de las canlidades, aplican-
dola sucesivamente todos los indices. Hé aqui
la formula

AX
AX!Ax-.‘g;o-Ax'm ](Sgsg. ...6 w)—-r’b,

8 [ Ax,ﬁ,.;...\xm ](6,6,...,6w)_6,
e

l.l.
AXAX,... AX ](6‘ 8:enn8,)—6,,
*®

Cuando son dos las funciones resulta idén-
ticamenle la proposicion , y seria facil demos-
trar que verificindose para un nimero cual-

quiera n de funciones y esponentes se verifica
tambien para n-+1; pero vamos & dar una de-
mostracion direcla del teorema.

(a) La notacion A6 nos parece mas clara que la
Xm.n citada ordinariamente, aunque tambien en esto
tienec Wronski la prioridad, pues en su filosofia del in-

finito representa estas fanciones por "om, tambien mas
claramente espresadas que por om.n segun la notacion
usual.

" (Se continuard.)
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