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sentados en otras obras; y de cila en cita, y
de digresion en digresion, se encuentra el
lector a mil leguas del punto de partida, y can-
sado y desanimado de una carrera cuvo fin no
‘prevee, arroja el libro renunciando a la ver-
dad que deseaba poner en claro: creemos pres-
taria un verdadero servicio a la ciencia ¢l que
posevendo en matemalicas Tos conocimientos
elevados que para ello se requieren , se dedi-
case & desarrollar hajo una forma aceptable
los descubrimientos en gérmen diseminados
en las obras de Wronski.

De dos géneros son sus escrilos ; los unos
versan sobre critica de las obras contempora-
neas mas nolables relalivas 4 la melafisica de
las matemalicas; en los otros se ocupa mas de
la parle espositiva, aunque sin abandonar por
completo la critica. Despues de una filesofia
matematica que dejo incompleta , publico otros
escrilos sobre resolucion de las ecuaciones asi
de equivalencia como de congruencia; una
mecanica celesle tambien sin concluir ; varias
wemorias sobre la locomocion y maquinas de
vapor, elc., elc. No es posible formar un jui-
cio exaclo de YWronski si no se le conoce bajo
los dos aspeclos de crilico y de espositor, por
.lo cual analizarémos una memoria de cada cla-
se, escogiendo para la primera la crilica de
las funciones analilicas de Lagrange, menos
melafisica y mas elemental que la Teoria del
infinito , ¢ la critica de las funciones genera-
trices de Laplace.
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REFUTACION DE LA TEORIA
DE LAS FUNCIONES ANALITICAS DE LAGRANGE

POR
HOENE WRONSKL

Queriendo Lagrange dar una base filosofi-
ca al calcnlo inlinitesimal y evilar la idea del
infinito y de los infinilamente pequeios, para
eludir las dificullades creadas a su empleo en
las matematicas por las dudas que introdu-
cen respeclo & su rigor y exactilud, presenld
la teoria de las funciones derivadas fundada
en los dos principios siguientes:

(1), [(z+h)=A+Bh+C 4D >+ ele.
(2). flaah)=[{x)+Ph.

Hacemos observar de paso, que supuesto
el desarrollo (1), el segundo principio estd
implicitamente conlenido en el primero.

La primera objecion contra el principio (1)
versa sobre la forma misma del desarrollo,
puramente hipotética v verificada solo d poste-
riori: i por qué esla forma mas hien que otras
infinitas que pudieran establecerse? Resulta,
pues, insostenible la pretension filoséfica de
una deduccion @ priori de la teoria de lus de-
rivaciones, cuando se empieza ignorando la
forma del desarrollo que es su fusdamento,
comprobada solo ¢ posteriori. ;Se dird que son
posibles todas las formas? (A qué tomarse en-
tonces lanto empeiio para eslablecer la forma
siendo esta arbitraria? Y por tltimo, faltaen
semejante case presentar la ley general que
liga entre si las diferentes formas de desar-
rollo.

En cuanto al principio (2) no es razon su-
ficiente para aceplarlo el verificarse identica-
mente cuando h=0; un caso parlicular no da
derecho & deducir de ¢l una ley general que
los comprenda i todos, y tan autorizados esta-
riamos para suponer esta forma como olra
cualquiera que se verifique idénlicamente para
un valer particular de k.

La comision de examen reduce & uno solo
los dos principios sin entrar & resolver ninguna
de las dos objeciones espuestas, y es lan poco
feliz al probar su aserto, que el lector se queda
sin saber si es el primer principio el conlenido
enel segundo 0 vice-versa. En efeclo, asegura
la comision que el segundo es solo un medio
de que se vale Lagrange para oblener el prime-
ro:” es decir, que esle se encuentra implicita-
mente contenido en el segundo del cual es un
carolario : pero luego afade, "¢l segundo prin-
cipio encierra uma suposicion accrca de la nalu-
ralesa de la funcion P, suposicion ligada con la
ecuacion (1) 6 con la propiedad de no admitir en
su desarrollo 1a funcion f(x + k) mas que po-
tencias enleras de 4™ y si se halla ligado con
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el primero es furzoso haber supuesto este pré-
viamente.

Llamamos 1a atencion haicia las palabras
subrayadas, porque en ¢llas se viene por fin &
confesar que el fundamento de la teoria de La-
grange es en definiliva una suposicion, la cual
o es .imica, pues. mas abajo asegnra la co-
mision , no sabemos con qué fundamento , ser
licito establecer la ecuacion P=R~+Qh siem-
pre que P no sea infinito para h=0.

La comision de examen se desentiende siem-
pre de la objecion capital de Wronski contra
la forma ya preconcebida del desarrollo ; da
siempre por sentado que este ha de ser en fun-
cion de las polencias de %,y de esta base parle
l'ara combalir la duda emitida por Wronski, 4
saber, que aun supuesta la forma, no se puede
admilir como demostrada la esclusion de po-

sen a

1.2,

cos a
senx =sen a -+ - (T—a)—

Poisson pretendio salvar el vacio de ia de-
mostracion de Lagrange suslituyendo esponen-
tes indeterminados a los enleros de este aulor,
con lo cual dejaba subsistente la objecion ca-
pital relativa & la forma preconcebida del des-
arrollo, ofreciendo por otra parte dificultad el
admilir, como supone gratuitamente, que nin-
guno de los coeficientes del desarrollo puede
ser cero.

Dejando aparte esla primera objecion , Y
dando por sentado que la forma del desarrollo
es la de Lagrange, falla la ley que liga los coe-
ficientes de los términos de la série. Es evi-
dente que la relacion [1] no es en general de
identidad sino de equivalencia, cuya ley debe
ser conocida ; es decir, supuesto el desarrollo,
que ley liga & los coeficientes, pues en rigor
solo viene & darse como propicdad de una fun-
cion derivada de un érden dado , ser el coefi-
ciente de un lérmino particular de la série.

Lagrange ha querido responder & este cargo
deduciendo directamente que el segundo coe-
ficiente se deriva del primero como este de la
funcion dada; el tercero del segundo como el
segundo del primero, etc: hé aqui en resumen
la demostracion de su aserto. De la férmula

(z—

tencias fraccionarias en el desarrollo , porque

_Podrian compensarse en la. série indefinida de
lérminos que le constiluyen. La comision re-
¢

plica que si se compensan se destruyen, y por
lo tanto no existen : la respuesta no es muy-
concluyenle por no ser lo mismo compensacion
que deslruccion; y asi sesulla en efecto, pre- -
sentando Wronski desarrollos en los cuales en-
tran potencias (raccionarias de A. La razon ale-
gada por Lagrange y apoyada por la comision
para escluir este género de polencias, no de-
bia hacer mucha fuerza a los matematicos que
desde muy anliguo conocian desarrollos en los
cuales entraban cantidades arbitrarias estraiias
a la funcion primitiva, y otro tanto podia su-
ceder con las radicales introducidas por las

‘polencias fraccionarias de h. Conlentémonos

con citar la lan conocida formula

cos a

—_—

1.2.5.

a)2 —

(z—a)3 + ete. (a).

[ (z+1))=F (z)+P (2) i + Q (x) i* + etc.
se deducen los dos desarrolios idénticos
f(z+h+i)=F (z+h)+P (z+h) i+Q(z+h) it + ect.
[ (@+h+i) =F (2) + P (2) (i+h)+ Q (z) (i+h)* - etc.

que igualdndolos y desarrollando las funciones
parciales que contienen, dan la derivacion an-
les citada. Para ello hace

P (z+h)=P(z) + h P’ (z) + elc.
Q(z+h) =Q(z)+kQ’ (z) + etc.

en los cuales supone que P’ (x) se deriva de
P (z), como P (x)de F (z), y lo mismo dice
de Q’ (z) y los demas. Pero esta suposicion con-
liene implicitamente la ley que se prelende
demostrar, lo que hace inilil y echa por tierra
toda la argumentacion de Lagrange.
Admiliendo esla demostracion como buena,

(a) Se dird que esta es una férmula de identidad 6

una trasfurmacion de la elemental
sen Z = sen @ cos (Z—a) -+ cos 4 sen (z—~a);

pero harémos observar que 4 pesar de la indeterminada
a, se oblienen valores cada vez mas aproximades i me-
dida que se toma mayor nimero de lérminos, estable~
ciéndose progresivamente la compensacion; pudiéra-
mos ademas citar otras mil y entre ellas la férmula tan
conocida del binomio de Abel.
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aun quedan en pié dos graves dificultades. 1.
¢Es \inica esta ley de los coeficientes? 2. ;No
queda sin resolver la objeccion de Wronski,
puesen definitiva venimos 4 parar & la relacion
que liga el primer coeficiente con la funcion®
relacion que nos es desconacida? (a)

Wronski no limita su obra a la parte cri-
lica ; entra tambien en la esposiliva y hace ver
que las condiciones de posibilidad del teorema
de Taylor son dadas por otra ley superior, de¢

“la ¢cnal es uno de los casos mas particulares.

Este es en resumen el trabajo de Wronski
recibido desdenosamente por sus contempori-
neos 6 atacado con safia y una parcialidad aje-
na del terreno cientifico; matemalticos posterio-
res han tachado de defecluosa la demostracion
de Lagrange, fundandose en algunas de las ra-
zones aducidas por Wronski; liempo es ya de
dar & cada uno lo suyo y dejando aparte pre-
venciones injustificadas conceder a la memoria
de uuestro aulor lo que le fué negado durante
su vida.

LEY UNIVERSAL DE LA TECHNIA.

Varios son los molives que nos han induci-
do & presenlar como mueslra del segrindo gé-
nero de escritos de Wronski, la formula por él
denominada Ley universalde la Technia, sien-
do el 4.° la relacion que liene con la critica
de las funciones analiticas de Lagrange objeto
del estraclo que acabamos de dar. 2.° El estar
fundada en consideraciones del érden combina-
torio, cuya leoria esta llamando la atencion y
dando lugar a notables investigaciones de céle-
bres matematicos. 3.° El ser la base de una
gran parle de las teorias malemdlicas, espe-
cialmente de aquellas que se pueden esponer
por medio de las séries. 4.° y tltimo. Que lo
poco cslenso de la memoria la hace aprepdsito
para nn arlicalo de Revista.

(a) No se debe confundir la relacion general entre
las dos fanciones con el método para oblener Ta una por
medio de la otra, el cual nos es conocido en cada caso
particular.

Antes de dar principio 4 la demosiracion
de ta formula que contiene la ley presentada
por Wronski como el.fundamento del desarro-
llo de las funciones asi algébricas como tras-
cendentes, conviene, aunque sea rapidamente,
hacer alguuna indicacion sobre el modo de con-
siderar Wronski la ciencia matemdtica. Te-
niendo esta por objelo la cantidad, debe ante
todo estudiar la naturaleza y propiedades in-
trinsecas de cada especie : una cantidad radical
por ejemplo, posee propiedades distinlas é in-
terviene de distinta manera en los calculos que
una cantidad logaritmica con la cual nunca
podra confundirse. El estudio que bajo este
punto de visla se hace de la cantidad, consli-
tuye para Wronski una rama especial que de-
nomina Teoria. Se comprende sin embargo,
que una cantidad logaritimica sea igual en mag-
nitud & una radical ; pues la ley de continuidad
las hace pasar & ambas por todos los grades:
4 la rama de las matemaiticas que se ocupa so-
lo de la medida de las canlidades y prescinde
de su naturaleza, la llama Wronski Technia.

Para la medida de las canlidades existen
niélodos generales de los que solo menciona-
remos las séries, veriticindose la medida por
medio de una ¢ de varias unidades va arbitra-
rias ya sujetas & una ley dada. Cuando las uni-
dades son conmensurables con la funcion dada,
el namero de términos de Ia série es finito, Y
no coustiluyen verdaderamente una série,
siendo Lan solo la misma luncion bajo olra for-
ma, v la ley que liga las dos, una relacion de
identidad.

El caso mas general y el que da lugar a re-
laciones de equivalencia , se verifica cuando el
namero de términos de la série es infinito;
Wronski abarca la série en su tolalidad, y no
toma, segun se acostumbra , un namero finito
de términos agregando ademas uno que la com-
plete denominado complementario, y de esta
manera prescinde de su convergencia facil de
oblener en cada caso variando las unidades que
sirvieron de edida.

Es posible concebir an nimero infinito de
unidades arbitrarias , annque esto no tenga lu-
gar en larealidad & menos desujetarlas & una
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